


 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                        (T¸i b¶n lÇn thø m−êi bèn) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
H·y b¶o qu¶n, gi÷ g×n s¸ch gi¸o khoa ®Ó dµnh tÆng cho c¸c em häc sinh líp sau ! 

Nhµ xuÊt b¶n Gi¸o dôc viÖt nam 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

nh÷ng ®iÒu häc sinh cÇn chó ý khi sö dông s¸ch gi¸o khoa 

1. Khi nghe thÇy c« gi¸o gi¶ng bµi, lu«n lu«n cã SGK tr−íc mÆt. Tuy nhiªn 
kh«ng viÕt, vÏ thªm vµo SGK, ®Ó n¨m sau c¸c b¹n kh¸c cã thÓ dïng ®−îc. 

2. VÒ tr×nh bµy, s¸ch gi¸o khoa cã hai m¶ng : m¶ng chÝnh vµ m¶ng phô. 

M¶ng chÝnh gåm c¸c ®Þnh nghÜa, ®Þnh lÝ, tÝnh chÊt,... vµ th−êng ®−îc ®ãng 
khung hoÆc cã ®−êng viÒn ë mÐp tr¸i. M¶ng nµy ®−îc in lïi vµo trong. 

3. Khi gÆp C©u hái ? , cÇn ph¶i suy nghÜ, tr¶ lêi nhanh vµ ®óng. 

4. Khi gÆp Ho¹t ®éng , c¸c em ph¶i dïng bót vµ giÊy nh¸p ®Ó thùc hiÖn 

nh÷ng yªu cÇu mµ ho¹t ®éng ®ßi hái. 

 

 

 

 

 

 

B¶n quyÒn thuéc Nhµ xuÊt b¶n Gi¸o dôc ViÖt Nam - Bé Gi¸o dôc vµ §µo t¹o 

01 – 2020/CXBIPH/735 – 869/GD                            M· sè :  NH002T0 
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C ¸ c  ® Þ n h  n g h Ü a  

 
 

 

 

1. Vect¬ lμ g× ? 

Trong VËt lÝ, nh÷ng ®¹i l−îng nh− vËn tèc, gia tèc, lùc,... ®−îc gäi lµ 

®¹i l−îng cã h−íng. §Ó x¸c ®Þnh c¸c ®¹i l−îng ®ã, ngoµi c−êng ®é cña 

chóng, ta cßn ph¶i biÕt h−íng cña chóng n÷a. 

VÝ dô : Mét chiÕc tµu thuû chuyÓn ®éng th¼ng ®Òu víi tèc ®é 20 h¶i lÝ mét 

giê, hiÖn nay ®ang ë vÞ trÝ M. Hái sau 3 giê n÷a nã sÏ ë ®©u ? 

?1  C¸c em cã thÓ tr¶ lêi c©u hái ®ã kh«ng ? V× sao ? 

H×nh 1 lµ h¶i ®å mét vïng biÓn t¹i mét thêi ®iÓm 

nµo ®ã. Cã hai tµu thuû chuyÓn ®éng th¼ng ®Òu mµ 

vËn tèc ®−îc biÓu thÞ b»ng mòi tªn. C¸c mòi tªn 

vËn tèc cho ta thÊy : Tµu A chuyÓn ®éng theo 

h−íng §«ng, cßn tµu B chuyÓn ®éng theo h−íng 

§«ng  B¾c. Tèc ®é tµu A b»ng mét nöa tèc ®é 

tµu B (do mòi tªn cña tµu A dµi b»ng mét nöa mòi 

tªn cña tµu B). 

Nh− vËy, c¸c ®¹i l−îng cã h−íng th−êng ®−îc biÓu thÞ b»ng nh÷ng mòi tªn 

®−îc gäi lµ nh÷ng VECT¥. Vect¬ lµ mét ®o¹n th¼ng nh−ng cã h−íng. §Ó 

biÓu thÞ cho h−íng cña ®o¹n th¼ng ta thªm mét dÊu "  " vµo mét trong hai 

®iÓm mót cña ®o¹n th¼ng ®ã. 

Gi¶ sö ta cã ®o¹n th¼ng AB (còng cã thÓ viÕt 

lµ ®o¹n th¼ng BA). NÕu thªm dÊu "   " vµo 

®iÓm B th× ta cã vect¬ víi ®iÓm ®Çu lµ A vµ 

®iÓm cuèi lµ B (h. 2a). NÕu ta thªm dÊu 

"  " vµo ®iÓm A th× ta ®−îc vect¬ víi ®iÓm ®Çu lµ B vµ ®iÓm cuèi lµ A (h. 2b). 

Nh− vËy, vect¬ lµ mét ®o¹n th¼ng ®· x¸c ®Þnh mét h−íng nµo ®ã trong hai 

h−íng cã thÓ cã cña ®o¹n th¼ng ®· cho. H−íng cña vect¬ lµ h−íng ®i tõ 

®iÓm ®Çu ®Õn ®iÓm cuèi. 

 

 

 

 

 

 

H×nh 1 

 

 

H×nh 2 

A

B

1 
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§Þnh nghÜa 

Vect¬ lµ mét ®o¹n th¼ng cã h−íng, nghÜa lµ trong hai ®iÓm 

mót cña ®o¹n th¼ng, ®· chØ râ ®iÓm nµo lµ ®iÓm ®Çu, ®iÓm 

nµo lµ ®iÓm cuèi. 

KÝ hiÖu 

NÕu vect¬ cã ®iÓm ®Çu lµ M vµ ®iÓm cuèi lµ N th× ta kÝ hiÖu vect¬ ®ã lµ 

.MN


 

NhiÒu khi ®Ó thuËn tiÖn, ta còng kÝ hiÖu mét vect¬ x¸c ®Þnh nµo ®ã b»ng mét 

ch÷ in th−êng, víi mòi tªn ë trªn. Ch¼ng h¹n vect¬ ,a


 ,b


 ,x


 ,y


 ... . 

Vect¬-kh«ng 

Ta biÕt r»ng mçi vect¬ cã mét ®iÓm ®Çu vµ mét ®iÓm cuèi ; mçi vect¬ hoµn 

toµn ®−îc x¸c ®Þnh nÕu cho biÕt ®iÓm ®Çu vµ ®iÓm cuèi cña nã. 

B©y giê, víi mçi ®iÓm M bÊt k×, ta quy −íc cã mét vect¬ mµ ®iÓm ®Çu lµ M 

vµ ®iÓm cuèi còng lµ M. Vect¬ ®ã ®−îc kÝ hiÖu lµ MM


 vµ gäi lµ 

vect¬-kh«ng (cã g¹ch nèi gi÷a hai tõ). 

Vect¬ cã ®iÓm ®Çu vµ ®iÓm cuèi trïng nhau gäi lµ vect¬-kh«ng. 

2. Hai vect¬ cïng ph−¬ng, cïng h−íng 

Víi mçi vect¬ AB


 (kh¸c vect¬-kh«ng), ®−êng th¼ng AB ®−îc gäi lµ gi¸ 

cña vect¬ .AB


 Cßn ®èi víi vect¬-kh«ng AA


 th× mäi ®−êng th¼ng ®i qua A 

®Òu gäi lµ gi¸ cña nã.  

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 3 
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a) Trªn h×nh 3, ta cã c¸c vect¬ ,AB


 ,DC


 ,EF


 ,MN


 .QP


 

H·y chó ý ®Õn hai vect¬ AB


 vµ DC


, chóng cã gi¸ song song víi nhau. Hai 

vect¬ AB


 vµ EF


 còng cã gi¸ song song. Cßn hai vect¬ DC


 vµ EF


 th× cã 

gi¸ trïng nhau. 

Trong c¸c tr−êng hîp ®ã, ta nãi r»ng : C¸c vect¬ ,AB


 ,DC


 EF


 cã cïng 

ph−¬ng, hay ®¬n gi¶n lµ cïng ph−¬ng. 

Hai vect¬ MN


 vµ QP


 cã gi¸ c¾t nhau. Ta nãi hai vect¬ ®ã kh«ng cïng 

ph−¬ng. VËy ta cã ®Þnh nghÜa 

Hai vect¬ ®−îc gäi lµ cïng ph−¬ng nÕu chóng cã gi¸ song 
song hoÆc trïng nhau. 

Râ rµng vect¬-kh«ng cïng ph−¬ng víi mäi vect¬. 

b) B©y giê h·y chó ý tíi c¸c cÆp vect¬ cïng ph−¬ng trªn h×nh 4. 

 

 

 

 

 

 

H×nh 4 

Hai vect¬ AB


 vµ CD


 cïng ph−¬ng, vµ h¬n thÕ c¸c mòi tªn biÓu thÞ AB


 vµ 

CD


cã cïng h−íng, cô thÓ lµ h−íng tõ tr¸i sang ph¶i. 

Trong tr−êng hîp nµy, ta nãi : Hai vect¬ AB


 vµ CD


 cïng h−íng. 

Hai vect¬ MN


 vµ PQ


 cïng ph−¬ng, tuy nhiªn ta thÊy r»ng chóng kh«ng 

cïng h−íng v× vect¬ MN


 h−íng lªn phÝa trªn, cßn vect¬ PQ


 th× h−íng 

xuèng phÝa d−íi. 

Trong tr−êng hîp nµy, ta nãi : Hai vect¬ MN


 vµ PQ


 ng−îc h−íng. 

Nh− vËy 

NÕu hai vect¬ cïng ph−¬ng th× hoÆc chóng cïng h−íng, 
hoÆc chóng ng−îc h−íng. 

  Chó ý 

Ta quy −íc r»ng vect¬-kh«ng cïng h−íng víi mäi vect¬. 
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3. Hai vect¬ b»ng nhau 

Mçi vect¬ ®Òu cã mét ®é dµi, ®ã lµ kho¶ng c¸ch gi÷a ®iÓm ®Çu vµ ®iÓm 

cuèi cña vect¬ ®ã. §é dµi cña vect¬ a


 ®−îc kÝ hiÖu lµ a


. 

Nh− vËy, ®èi víi vect¬ AB


, PQ


,... ta cã 

,AB AB BA 


 ,PQ PQ QP 


 ... 

?2  Theo ®Þnh nghÜa ®é dµi ë trªn th× vect¬-kh«ng cã ®é dµi b»ng bao nhiªu ? 

Ta biÕt r»ng hai ®o¹n th¼ng gäi lµ b»ng nhau nÕu 

®é dµi cña chóng b»ng nhau. Trªn h×nh 5 ta cã 

h×nh thoi ABCD. Bèn c¹nh cña h×nh thoi lµ bèn 
®o¹n th¼ng b»ng nhau. Bëi vËy ta viÕt 

AB  AD  DC  BC. 

?3  Hai vect¬ AB


 vµ AD


 trªn h×nh 5 còng cã ®é dµi b»ng nhau, nh−ng liÖu 

chóng ta cã nªn nãi r»ng chóng b»ng nhau vµ viÕt AB AD
 

 hay kh«ng ? 

V× sao vËy ? 

Cßn ®èi víi hai vect¬ AB


 vµ DC


 th× cã nhËn xÐt g× vÒ ®é dµi vµ h−íng 

cña chóng ?  

Mét c¸ch tù nhiªn ta ®Þnh nghÜa hai vect¬ b»ng nhau nh− sau 

§Þnh nghÜa 

Hai vect¬ ®−îc gäi lµ b»ng nhau nÕu chóng cïng h−íng vµ 

cïng ®é dµi. 

NÕu hai vect¬ a


 vµ b


 b»ng nhau th× ta viÕt a b


. 

    Chó ý 

Theo ®Þnh nghÜa trªn th× c¸c vect¬-kh«ng ®Òu b»ng nhau : 

...AA BB PP  
  

. Bëi vËy, tõ nay c¸c vect¬-kh«ng ®−îc kÝ hiÖu 

chung lµ 0.


 

1 
H·y vÏ mét tam gi¸c ABC víi c¸c trung tuyÕn AD, BE, CF, råi chØ ra c¸c bé ba 

vect¬ kh¸c 0


 vµ ®«i mét b»ng nhau (c¸c vect¬ nµy cã ®iÓm ®Çu vµ ®iÓm cuèi ®−îc 

lÊy trong s¸u ®iÓm A, B, C, D, E, F). 

NÕu G lµ träng t©m tam gi¸c ABC th× cã thÓ viÕt AG GD
 

 hay kh«ng ? V× sao ? 

  

 

 

 

H×nh 5 
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2 

Cho vect¬ a


 vµ mét ®iÓm O bÊt k×. H·y x¸c ®Þnh ®iÓm A sao cho .OA a
 

 Cã bao 

nhiªu ®iÓm A nh− vËy ?  

Trong VËt lÝ, mét lùc th−êng ®−îc biÓu thÞ bëi mét vect¬. §é dµi cña vect¬ 

biÓu thÞ cho c−êng ®é cña lùc, h−íng cña vect¬ biÓu thÞ cho h−íng cña lùc 

t¸c dông. §iÓm ®Çu cña vect¬ ®Æt ë vËt chÞu t¸c dông cña lùc (vËt ®ã 

th−êng ®−îc xem nh− mét ®iÓm). 

Trªn h×nh 6, hai ng−êi ®i däc 

hai bªn bê kªnh vµ cïng kÐo 

mét khóc gç ®i ng−îc dßng. 

Khi ®ã cã c¸c lùc sau ®©y t¸c 

dông vµo khóc gç : hai lùc 

kÐo 1F


 vµ 2F


 cña hai ng−êi, 

lùc 3F


 cña dßng n−íc, lùc 

®Èy ¸c-si-mÐt 4F


 cña n−íc 

lªn khóc gç vµ träng lùc 5F


 

cña khóc gç. 

 

 

Uy-li-am Ha-min-t¬n (William Hamilton) lµ nhµ 

to¸n häc ng−êi Ai-len. ¤ng ®· viÕt mét trong 

nh÷ng c«ng tr×nh to¸n häc ®Çu tiªn vÒ vect¬. 

¤ng lµ ng−êi x©y dùng kh¸i niÖm qua-tÐc-ni-«ng, 

mét ®¹i l−îng gièng nh− vect¬, cã nhiÒu øng 

dông trong VËt lÝ. 

 

William Hamilton 

(1805 - 1865) 

C©u hái vµ bµi tËp 

1. Vect¬ kh¸c víi ®o¹n th¼ng nh− thÕ nµo ? 

2. C¸c kh¼ng ®Þnh sau ®©y cã ®óng kh«ng ? 

a) Hai vect¬ cïng ph−¬ng víi mét vect¬ thø ba th× cïng ph−¬ng. 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 6 
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b) Hai vect¬ cïng ph−¬ng víi mét vect¬ thø ba kh¸c 0


 th× cïng ph−¬ng. 

c) Hai vect¬ cïng h−íng víi mét vect¬ thø ba th× cïng h−íng. 

d) Hai vect¬ cïng h−íng víi mét vect¬ thø ba kh¸c 0


 th× cïng h−íng. 

e) Hai vect¬ ng−îc h−íng víi mét vect¬ kh¸c 0


 th× cïng h−íng. 

f) §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó hai vect¬ b»ng nhau lµ chóng cã ®é dµi b»ng nhau. 

3. Trong h×nh 7 d−íi ®©y, h·y chØ ra c¸c vect¬ cïng ph−¬ng, c¸c vect¬ cïng 

h−íng vµ c¸c vect¬ b»ng nhau. 

 
 

 

 

 

 

 H×nh 7 

4. Gäi C lµ trung ®iÓm cña ®o¹n th¼ng AB. C¸c kh¼ng ®Þnh sau ®©y ®óng 

hay sai ? 

a) AC


 vµ BC


 cïng h−íng ;     b) AC


 vµ AB


 cïng h−íng ; 

c) AB


 vµ BC


 ng−îc h−íng ;     d)  AB


   BC


 ; 

e)  AC


   BC


 ;          f)  AB


  2 BC


. 

5. Cho lôc gi¸c ®Òu ABCDEF. H·y vÏ c¸c vect¬ b»ng vect¬ AB


 vµ cã 

a) C¸c ®iÓm ®Çu lµ B, F, C ;     b) C¸c ®iÓm cuèi lµ F, D, C. 

Tæng cña hai  vect¬ 

 

  

Chóng ta ®· biÕt vect¬ lµ g× vµ thÕ nµo lµ hai vect¬ b»ng nhau. Tuy c¸c 

vect¬ kh«ng ph¶i lµ nh÷ng con sè, nh−ng ta còng cã thÓ céng hai vect¬ víi 

nhau ®Ó ®−îc tæng cña chóng, còng cã thÓ trõ ®i nhau ®Ó ®−îc hiÖu cña 

chóng. Häc sinh cÇn n¾m v÷ng c¸ch x¸c ®Þnh tæng vµ hiÖu cña hai vect¬ 

còng nh− c¸c tÝnh chÊt cña phÐp céng vµ phÐp trõ vect¬. 

2 
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H×nh 8 

H×nh 9 

1. §Þnh nghÜa tæng cña hai vect¬ 

H×nh 8 m« t¶ mét vËt ®−îc dêi sang vÞ 

trÝ míi sao cho c¸c ®iÓm A, M, ... cña 

vËt ®−îc dêi ®Õn c¸c ®iÓm A', M',... mµ 

...AA' MM' 
 

. Khi ®ã ta nãi r»ng : 

VËt ®−îc "tÞnh tiÕn" theo vect¬ AA'


.  

?1  Trªn h×nh 9, chuyÓn ®éng cña mét vËt 

®−îc m« t¶ nh− sau : Tõ vÞ trÝ (I), nã ®−îc 

tÞnh tiÕn theo vect¬ AB


 ®Ó ®Õn vÞ trÝ (II). 

Sau ®ã nã l¹i ®−îc tÞnh tiÕn mét lÇn n÷a 

theo vect¬ BC


 ®Ó ®Õn vÞ trÝ (III).  

VËt cã thÓ ®−îc tÞnh tiÕn chØ mét lÇn ®Ó 

tõ vÞ trÝ (I) ®Õn vÞ trÝ (III) hay kh«ng ? 

NÕu cã, th× tÞnh tiÕn theo vect¬ nµo ?  

Nh− vËy cã thÓ nãi : TÞnh tiÕn theo vect¬ AC


 "b»ng" tÞnh tiÕn theo vect¬ 

AB


 råi tÞnh tiÕn theo vect¬ BC


.  

Trong To¸n häc, nh÷ng ®iÒu tr×nh bµy trªn ®©y ®−îc nãi mét c¸ch ng¾n gän : 

Vect¬ AC


 lµ tæng cña hai vect¬ AB


 vµ BC


.  

Ta ®i ®Õn ®Þnh nghÜa (h. 10) 

Cho hai vect¬ a


 vµ b


. LÊy mét ®iÓm A nµo ®ã råi x¸c ®Þnh 

c¸c ®iÓm B vµ C sao cho AB a
 

, BC b
 

. Khi ®ã vect¬ AC


 

®−îc gäi lµ tæng cña hai vect¬ a


 vµ .b


 KÝ hiÖu 

AC


  a


  .b


 

PhÐp lÊy tæng cña hai vect¬ ®−îc gäi lµ phÐp céng vect¬. 

 

 

 

 

 

 
H×nh 10 
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1 
H·y vÏ mét tam gi¸c ABC, råi x¸c ®Þnh c¸c vect¬ tæng sau ®©y 

a) AB CB
 

 ; 

b) .AC BC
 

 

2  
H·y vÏ h×nh b×nh hµnh ABCD víi t©m O (O lµ giao ®iÓm hai ®−êng chÐo). H·y viÕt 

vect¬ AB


 d−íi d¹ng tæng cña hai vect¬ mµ c¸c ®iÓm mót cña chóng ®−îc lÊy 

trong n¨m ®iÓm A, B, C, D, O. 

2. C¸c tÝnh chÊt cña phÐp céng vect¬ 

3  
Chóng ta biÕt r»ng phÐp céng hai sè cã tÝnh chÊt giao ho¸n. §èi víi phÐp céng hai 

vect¬, tÝnh chÊt ®ã cã ®óng hay kh«ng ? H·y kiÓm chøng b»ng h×nh vÏ. 

4  

H·y vÏ c¸c vect¬ ,OA a
 

 ,AB b
 

 BC c
 

 nh− trªn 

h×nh 11. Trªn h×nh vÏ ®ã 

a) H·y chØ ra vect¬ nµo lµ vect¬ ,a b


 vµ do ®ã, 

vect¬ nµo lµ vect¬ ( )a b c 
 

. 

b) H·y chØ ra vect¬ nµo lµ vect¬ b c
 

 vµ do ®ã 

vect¬ nµo lµ vect¬ ( )a b c 
 

. 

c) Tõ ®ã cã thÓ rót ra kÕt luËn g× ? 

Tõ c¸c ho¹t ®éng trªn, chóng ta suy ra c¸c tÝnh chÊt sau ®©y cña phÐp céng 

vect¬ (còng gièng nh− c¸c tÝnh chÊt cña phÐp céng c¸c sè) 

1) TÝnh chÊt giao ho¸n :  a b b a  
  

; 

2) TÝnh chÊt kÕt hîp :      ( ) ( )a b c a b c    
    

; 

3) TÝnh chÊt cña vect¬-kh«ng :   0 .a a 
 

 

            Chó ý 

Do tÝnh chÊt 2, c¸c vect¬ ( )a b c 
 

 vµ ( )a b c 
 

 b»ng nhau, 

bëi vËy, tõ nay chóng ®−îc viÕt mét c¸ch ®¬n gi¶n lµ a b c 
 

, 

vµ gäi lµ tæng cña ba vect¬ ,a


 ,b


 .c


 

 

 

 

 

 

H×nh 11 
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3. C¸c quy t¾c cÇn nhí  

 Tõ ®Þnh nghÜa tæng cña hai vect¬ ta suy ra hai quy t¾c sau ®©y 

Quy t¾c ba ®iÓm (h.12)  

Víi ba ®iÓm bÊt k× M, N, P, 

ta cã  

  MN


  NP


  .MP


 

H×nh 12 

Quy t¾c h×nh b×nh hμnh (h.13)  

NÕu OABC lµ h×nh b×nh hµnh 

th× ta cã 

   .OA OC OB 
  

 

H×nh 13 

?2  a) H·y gi¶i thÝch t¹i sao ta cã quy t¾c h×nh b×nh hµnh. 

b) H·y gi¶i thÝch t¹i sao ta cã a b a b  
  

. 

Bµi to¸n 1. Chøng minh r»ng víi bèn ®iÓm bÊt k× A, B, C, D, ta cã 

.AC BD AD BC  
   

 

Gi¶i. Dïng quy t¾c ba ®iÓm ta cã thÓ viÕt AC AD DC 
  

. Bëi vËy 

  AC BD AD DC BD AD BD DC      
       

 (do tÝnh chÊt giao ho¸n)  

         AD BC
 

 (quy t¾c ba ®iÓm ®èi víi B, D, C).  

5 

Dïng quy t¾c ba ®iÓm, ta còng cã thÓ viÕt AC AB BC 
  

. H·y tiÕp tôc ®Ó cã mét 

c¸ch chøng minh kh¸c cña Bµi to¸n 1. 

Bµi to¸n 2. Cho tam gi¸c ®Òu ABC cã c¹nh 

b»ng a. TÝnh ®é dµi cña vect¬ tæng AB AC
 

.  

Gi¶i. Ta lÊy ®iÓm D sao cho ABDC lµ h×nh b×nh 

hµnh (h. 14). Theo quy t¾c h×nh b×nh hµnh ta cã 

        AB AC
 

  AD


.            H×nh 14 
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H×nh 15 

VËy          AB AC
 

  AD


  AD. 

V× ABC lµ tam gi¸c ®Òu nªn ABDC lµ h×nh thoi vµ ®é dµi AD b»ng hai lÇn 

®−êng cao AH cña tam gi¸c ABC, do ®ã AD  
3

2 3.
2

a
a   

Tãm l¹i, AB AC
 

  3.a  

Bµi to¸n 3 

a) Gäi M lµ trung ®iÓm ®o¹n th¼ng AB. Chøng minh r»ng 0.MA MB 
  

 

b) Gäi G lµ träng t©m tam gi¸c ABC. Chøng minh r»ng  0.GA GB GC  
   

 

Gi¶i 

a) Theo quy t¾c ba ®iÓm, ta cã 0.MA AM MM  
   

 MÆt kh¸c, v× M lµ 

trung ®iÓm cña AB nªn .AM MB
 

 VËy 

0.MA MB 
  

 

b) (h. 15) Träng t©m G n»m trªn trung tuyÕn 

CM vµ GC  2GM. §Ó t×m tæng GA GB
 

, ta 

dùng h×nh b×nh hµnh AGBC'. Muèn vËy, ta chØ 

cÇn lÊy ®iÓm C' sao cho M lµ trung ®iÓm GC'.  

Khi ®ã GA GB
 

  GC' CG
 

. Bëi vËy 

0.GA GB GC CG GC CC     
      

 

?3  Trong lêi gi¶i cña Bµi to¸n 3, ta ®· dïng ®¼ng thøc .GC' CG
 

 H·y gi¶i 

thÝch t¹i sao cã ®¼ng thøc ®ã. 

Ghi nhí 

NÕu M lµ trung ®iÓm ®o¹n th¼ng AB th× 0MA MB 
  

; 

NÕu G lµ träng t©m tam gi¸c ABC th× 0.GA GB GC  
   

 

            Chó ý 

Quy t¾c h×nh b×nh hµnh th−êng ®−îc ¸p dông trong VËt lÝ ®Ó x¸c 

®Þnh hîp lùc cña hai lùc cïng t¸c dông lªn mét vËt. 
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H×nh 16 

Trªn h×nh 16, cã hai lùc 1F


 vµ 2F


 cïng 

t¸c dông vµo mét vËt t¹i ®iÓm O. Khi ®ã 

cã thÓ xem vËt chÞu t¸c dông cña lùc 

F


  1F


  2,F


 lµ hîp lùc cña hai lùc 1F


 

vµ 2F


. Lùc F


 ®−îc x¸c ®Þnh theo quy t¾c 

h×nh b×nh hµnh.  

C©u hái vµ bµi tËp 

6. Chøng minh r»ng nÕu AB CD
 

 th× AC BD
 

. 

7. Tø gi¸c ABCD lµ h×nh g× nÕu AB DC
 

 vµ AB


  BC


 ? 

8. Cho bèn ®iÓm bÊt k× M, N, P, Q. Chøng minh c¸c ®¼ng thøc sau 

a) PQ NP MN MQ  
   

 ; 

b) NP MN QP  
  

MQ


 ; 

c) .MN PQ MQ PN  
   

 

9. C¸c hÖ thøc sau ®©y ®óng hay sai (víi mäi a


 vµ b


) ? 

a) a b a b  
  

 ;        b)   
  

.a b a b  

10. Cho h×nh b×nh hµnh ABCD víi t©m O. H·y ®iÒn vµo chç trèng (...) ®Ó ®−îc 
®¼ng thøc ®óng 

a) AB AD
 

  ............        b) AB CD
 

  ............  

c) AB OA
 

  .............        d) OA OC
 

  ............ 

e) OA OB OC OD  
   

  ................ 

11. Cho h×nh b×nh hµnh ABCD víi t©m O. Mçi kh¼ng ®Þnh sau ®©y ®óng hay sai ? 

a) AB AD
 

  BD


 ;        b) AB BD BC 
  

 ;  

c) OA OB OC OD  
   

 ;      d) BD AC AD BC  
   

.  

12. Cho tam gi¸c ®Òu ABC néi tiÕp ®−êng trßn t©m O. 

a) H·y x¸c ®Þnh c¸c ®iÓm M, N, P sao cho 

OM OA OB 
  

 ;   ON OB OC 
  

 ;   .OP OC OA 
  

 

b) Chøng minh r»ng 0.OA OB OC  
   
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13. Cho hai lùc 1F


 vµ 2F


 cïng cã ®iÓm ®Æt t¹i O (h.17). T×m c−êng ®é lùc 

tæng hîp cña chóng trong c¸c tr−êng hîp sau 

a) 1F


 vµ 2F


 ®Òu cã c−êng ®é lµ 100N, gãc hîp bëi 1F


 vµ 2F


 b»ng 120
o 

(h. 17a) ; 

b) C−êng ®é cña 1F


 lµ 40N, cña 2F


 lµ 30N vµ gãc gi÷a 1F


 vµ 2F


 b»ng 90
o 

(h. 17b). 

 

 

 

 

 

 

H×nh 17 

HiÖu cña hai  vect¬ 

 

  

1.  Vect¬ ®èi cña mét vect¬ 

NÕu tæng cña hai vect¬ 

a  vµ b


 lµ vect¬-kh«ng, th× ta nãi 


a  lµ 

vect¬ ®èi cña ,b


 hoÆc b


 lµ vect¬ ®èi cña 

a .  

?1  Cho ®o¹n th¼ng AB. Vect¬ ®èi cña vect¬ AB


 lµ vect¬ nµo ? Ph¶i ch¨ng 

mäi vect¬ cho tr−íc ®Òu cã vect¬ ®èi ? 

Vect¬ ®èi cña vect¬ 

a  ®−îc kÝ hiÖu lµ 


a . 

Nh− vËy        ( ) ( )    
   
a a a a   0


. 

Ta cã nhËn xÐt sau ®©y  

Vect¬ ®èi cña vect¬ 

a  lµ vect¬ ng−îc h−íng víi vect¬ 


a  vµ 

cã cïng ®é dµi víi vect¬ 

a . 

§Æc biÖt, vect¬ ®èi cña vect¬ 0


 lµ vect¬ 0


.  

3 
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VÝ dô. Gi¶ sö ABCD lµ h×nh b×nh hµnh (h.18). 

Khi ®ã hai vect¬ AB


 vµ CD


 cã cïng ®é dµi 

nh−ng ng−îc h−íng. Bëi vËy  

  AB


   CD


 vµ CD


   AB


.  

T−¬ng tù, ta cã                  H×nh 18 

  BC DA 
 

 vµ DA BC 
 

. 

1  
Gäi O lµ t©m cña h×nh b×nh hµnh ABCD. H·y chØ ra c¸c cÆp vect¬ ®èi nhau mµ cã 

®iÓm ®Çu lµ O vµ ®iÓm cuèi lµ ®Ønh cña h×nh b×nh hµnh ®ã. 

2.  HiÖu cña hai vect¬  

§Þnh nghÜa 

HiÖu cña hai vect¬  

a  vµ ,b


 kÝ hiÖu ,


a b  lµ tæng cña vect¬ 


a  

vµ vect¬ ®èi cña vect¬ ,b


 tøc lµ 

( ).   
  

a b a b  

PhÐp lÊy hiÖu cña hai vect¬ gäi lµ phÐp trõ vect¬. 

Sau ®©y lµ c¸ch dùng hiÖu 

a   b


 nÕu ®· 

cho vect¬ 

a  vµ vect¬ b


 (h. 19).  LÊy mét 

®iÓm O tuú ý råi vÏ 
 
OA a  vµ .OB b

 
 

Khi ®ã BA


  

a   b


.  

?2  H·y gi¶i thÝch v× sao ta l¹i cã BA


  a b


 (h. 19).     

Quy t¾c vÒ hiÖu vect¬ 
Quy t¾c sau ®©y cho phÐp ta biÓu thÞ mét vect¬ bÊt k× thµnh hiÖu cña hai 
vect¬ cã chung ®iÓm ®Çu. 

NÕu MN


 lµ mét vect¬ ®· cho th× víi ®iÓm O bÊt k×, ta lu«n cã 

.MN ON OM 
  

 

Bµi to¸n. Cho bèn ®iÓm bÊt k× A, B, C, D. H·y dïng quy t¾c vÒ hiÖu vect¬ 
®Ó chøng minh r»ng 

.AB CD AD CB  
   

 

H×nh 19 
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Gi¶i. LÊy mét ®iÓm O tuú ý, theo quy t¾c vÒ hiÖu vect¬, ta cã 

AB CD OB OA OD OC    
     

 

AD CB OD OA OB OC    
     

.  

So s¸nh hai ®¼ng thøc trªn ta suy ra AB CD AD CB  
   

.  

2 (Gi¶i bμi to¸n trªn b»ng nh÷ng c¸ch kh¸c)  

a) §¼ng thøc cÇn chøng minh t−¬ng ®−¬ng víi ®¼ng thøc AB AD CB CD  
   

. 
Tõ ®ã h·y nªu ra c¸ch chøng minh thø hai cña bµi to¸n. 

 b) §¼ng thøc cÇn chøng minh còng t−¬ng ®−¬ng víi ®¼ng thøc AB CB AD CD  
   

. 

Tõ ®ã h·y nªu c¸ch chøng minh thø ba cña bµi to¸n.  

c) HiÓn nhiªn ta cã 0AB BC CD DA   
    

. H·y nªu c¸ch chøng minh thø t−. 

C©u hái vµ bµi tËp 

14. Tr¶ lêi c¸c c©u hái sau ®©y 

a) Vect¬ ®èi cña vect¬  a  lµ vect¬ nµo ? 

b) Vect¬ ®èi cña vect¬ 0


 lµ vect¬ nµo ? 

c) Vect¬ ®èi cña vect¬ 


a b  lµ vect¬ nµo ? 

15. Chøng minh c¸c mÖnh ®Ò sau ®©y 

a) NÕu a b c 
 

 th× ,a c b 
 

 b c a 
  

 ; 

b) ( )a b c a b c    
    

 ; 

c) ( ) .a b c a b c    
    

 

16. Cho h×nh b×nh hµnh ABCD víi t©m O. Mçi kh¼ng ®Þnh sau ®©y ®óng hay sai ? 

a) OA OB AB 
  

 ;        b) CO OB BA 
  

 ; 

c) AB AD AC 
  

 ;       d) AB AD BD 
  

 ; 

e) .CD CO BD BO  
   

  

17. Cho hai ®iÓm A, B ph©n biÖt. 

a) T×m tËp hîp c¸c ®iÓm O sao cho OA OB
 

 ; 

b) T×m tËp hîp c¸c ®iÓm O sao cho .OA OB 
 

 

18. Cho h×nh b×nh hµnh ABCD. Chøng minh r»ng 0DA DB DC  
   

. 
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19. Chøng minh r»ng AB CD
 

 khi vµ chØ khi trung ®iÓm cña hai ®o¹n th¼ng 

AD vµ BC trïng nhau.  

20. Cho s¸u ®iÓm A, B, C, D, E, F. Chøng minh r»ng 

AD BE CF AE BF CD    
     

  AF BD 
 

CE


. 

TÝch cña mét vect¬ víi mét sè 

 

 

Ta ®· biÕt thÕ nµo lµ tæng cña hai vect¬. B©y giê nÕu ta lÊy vect¬ a
  céng 

víi chÝnh nã th× ta cã thÓ nãi kÕt qu¶ lµ hai lÇn vect¬ a


, viÕt lµ 2a


, vµ gäi 

lµ tÝch cña sè 2 víi vect¬ a


, hay lµ tÝch cña a


 víi 2. 

Trong môc nµy ta sÏ nãi ®Õn tÝch cña mét vect¬ víi mét sè thùc bÊt k×. 

1.  §Þnh nghÜa tÝch cña mét vect¬ víi mét sè 

XÐt c¸c vect¬ trªn h×nh 20. Ta h·y chó ý 

®Õn hai vect¬ a


 vµ b


. Hai vect¬ ®ã cã 

cïng h−íng, vµ ®é dµi vect¬ b


 b»ng hai 

lÇn ®é dµi  vect¬ a


, tøc lµ 2b a
 

. 

Trong tr−êng hîp ®ã ta viÕt b


  2a


 vµ 

nãi r»ng : Vect¬ b


 b»ng 2 nh©n víi vect¬ 

a


 (hoÆc b»ng vect¬ a


 nh©n víi 2), hoÆc 

vect¬ b


 lµ tÝch cña vect¬ a


 víi sè 2. 

L¹i chó ý ®Õn hai vect¬ c


 vµ d


. Hai vect¬ nµy ng−îc h−íng, vµ 2c d


. 

Khi ®ã ta viÕt c


  (2) d


 vµ nãi r»ng : Vect¬ c


 b»ng 2 nh©n víi vect¬ d


 

(hoÆc b»ng vect¬ d


 nh©n víi 2), hoÆc vect¬ c


 lµ tÝch cña vect¬ d


 víi 2. 

1  
VÏ h×nh b×nh hµnh ABCD.  

a) X¸c ®Þnh ®iÓm E sao cho 2AE BC
 

. 

b) X¸c ®Þnh ®iÓm F sao cho 
1

2
AF CA

   
 

 
. 

 

 

 

 

 

 

 
H×nh 20 

4 
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§Þnh nghÜa 

TÝch cña vect¬ a


 víi sè thùc k lµ mét vect¬, kÝ hiÖu lµ ka


, 

®−îc x¸c ®Þnh nh− sau 

1) NÕu k  0 th× vect¬ ka


 cïng h−íng víi vect¬ a


 ; 

     NÕu k < 0 th× vect¬ ka


 ng−îc h−íng víi vect¬ a


 ; 

2) §é dµi vect¬ ka


 b»ng .k a


. 

PhÐp lÊy tÝch cña mét vect¬ víi mét sè gäi lµ phÐp nh©n vect¬ 
víi sè (hoÆc phÐp nh©n sè víi vect¬). 

NhËn xÐt. Tõ ®Þnh nghÜa ta thÊy ngay 1 ,a a
 

 ( 1)a


 lµ vect¬ ®èi cña a


, 

tøc lµ ( 1) .a a  
 

 

VÝ dô. Trªn h×nh 21, ta cã tam gi¸c ABC víi M vµ N lÇn l−ît lµ trung ®iÓm 

hai c¹nh AB vµ AC. Khi ®ã ta cã 

a) BC


  2 MN


 ; MN


 
1

2
BC


 ; 

b) BC


  (2) NM


 ; MN


  
1

2

  
 

CB


 ;  

c) 2AB MB
 

 ; AN


  
1

2

  
 

CA


.        

2.  C¸c tÝnh chÊt cña phÐp nh©n vect¬ víi sè 

Dùa vµo ®Þnh nghÜa phÐp nh©n vect¬ víi sè ta cã thÓ chøng minh c¸c tÝnh 

chÊt sau ®©y 

Víi hai vect¬ bÊt k× 

a , b


 vµ mäi sè thùc k, l, ta cã 

1) ( ) ( )k l a kl a
 

 ; 

2) ( )k l a k a l a  
  

 ; 

3) ( )k a b k a k b  
  

 ; ( )k a b k a k b  
  

 ; 

4) 0k a 


 khi vµ chØ khi k  0 hoÆc 0.a 


 

H×nh 21 
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2 (§Ó kiÓm chøng tÝnh chÊt 3 víi k  3) 

a) VÏ tam gi¸c ABC víi gi¶ thiÕt AB a
 

 vµ BC b
 

. 

b) X¸c ®Þnh ®iÓm A' sao cho ' 3A B a
 

 vµ ®iÓm C' sao cho ' 3 .BC b
 

 

c) Cã nhËn xÐt g× vÒ hai vect¬ AC


 vµ ' 'A C


?  

d) H·y kÕt thóc viÖc chøng minh tÝnh chÊt 3 b»ng c¸ch dïng quy t¾c ba ®iÓm. 

            Chó ý 

1) Do tÝnh chÊt 1, ta cã ( ) ( 1. ) ( 1)( ) ( ).k a k a ka ka      
   

 Bëi vËy 

c¶ hai vect¬ ( )k a


 vµ ( )ka


 ®Òu cã thÓ viÕt ®¬n gi¶n lµ .ka


  

2) Vect¬ 
m

n
a


 cã thÓ viÕt lµ 
ma

n


. Ch¼ng h¹n 

1

3
a


 cã thÓ viÕt lµ 
3

a


. 

Bµi to¸n 1. Chøng minh r»ng ®iÓm I lµ trung ®iÓm cña ®o¹n th¼ng AB khi 

vµ chØ khi víi ®iÓm M bÊt k×, ta cã 2 .MA MB MI 
  

  

Gi¶i. (h. 22) Víi ®iÓm M bÊt k×, ta cã 

   MA MI IA 
  

,  

   MB MI IB 
  

.  

Nh− vËy 

 MA MB 
 

 2MI


  IA IB
 

.             H×nh 22 

Ta biÕt r»ng I lµ trung ®iÓm cña AB  khi vµ chØ khi 0IA IB 
  

. Tõ ®ã suy ra 

®iÒu ph¶i chøng minh.  

Bµi to¸n 2. Cho tam gi¸c ABC víi träng t©m G. Chøng minh r»ng víi ®iÓm 

M bÊt k×, ta cã 

3MA MB MC MG  
   

.  

3 (§Ó gi¶i Bμi to¸n 2) (h. 23)  

a) T−¬ng tù Bµi to¸n 1, h·y biÓu thÞ c¸c vect¬ MA


, MB


 

vµ MC


 qua vect¬ MG


 vµ tõng vect¬ GA


, GB


, GC


.  

b) TÝnh tæng MA


 + MB


 + .MC


 Víi chó ý r»ng G lµ träng 

t©m tam gi¸c ABC, h·y suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.  

 

 

 

 

H×nh 23 
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3. §iÒu kiÖn ®Ó hai vect¬ cïng ph−¬ng  

Ta ®· biÕt r»ng nÕu b


  ka


 th× hai vect¬ a


 vµ b


 cïng ph−¬ng. §iÒu ng−îc 

l¹i cã ®óng hay kh«ng ?  

 

 
 

 

  

 

 

H×nh 24 

?1  Xem h×nh 24. H·y t×m c¸c sè k, m, n, p, q sao cho b ka
 

 ; c ma
 

 ; 

b nc
 

 ; 
 
x pu  ; 

 
y qu .  

Mét c¸ch tæng qu¸t ta cã 

Vect¬ b


 cïng ph−¬ng víi vect¬ a


 ( 0)a 


 khi vµ chØ khi 

cã sè k sao cho b ka
 

. 

?2  Trong ph¸t biÓu ë trªn, t¹i sao ph¶i cã ®iÒu kiÖn 0a 


 ? 

§iÒu kiÖn ®Ó ba ®iÓm th¼ng hµng  

§iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó ba ®iÓm ph©n biÖt A, B, C th¼ng 

hµng lµ cã sè k sao cho .AB kAC
 

 

Chøng minh. Ba ®iÓm A, B, C th¼ng hµng khi vµ chØ khi hai vect¬ AB


 vµ 

AC


 cïng ph−¬ng. Bëi vËy theo trªn ta ph¶i cã .AB k AC
 

 

Bµi to¸n 3. Cho tam gi¸c ABC cã trùc t©m H, träng t©m G vµ t©m ®−êng 

trßn ngo¹i tiÕp O. 

a) Gäi I lµ trung ®iÓm cña BC. Chøng minh 2 .AH OI
 

 

b) Chøng minh .OH OA OB OC  
   

 

c) Chøng minh ba ®iÓm O, G, H th¼ng hµng. 
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Gi¶i (h. 25) 

a) DÔ thÊy 2AH OI
 

 nÕu tam gi¸c ABC vu«ng. 

NÕu tam gi¸c ABC kh«ng vu«ng, gäi D lµ ®iÓm ®èi xøng cña A qua O. 
Khi ®ã 

 BH // DC (v× cïng vu«ng gãc víi AC), 

 BD // CH (v× cïng vu«ng gãc víi AB). 

Suy ra BDCH lµ h×nh b×nh hµnh, do ®ã 

I lµ trung ®iÓm cña HD. Tõ ®ã 

         2 .AH OI
 

 

b) Ta cã 

   2OB OC OI AH  
   

 

        

nªn                        H×nh 25 

   .OA OB OC OA AH OH    
     

 

c) Ta ®· biÕt 3OA OB OC OG  
   

. VËy 3 .OH OG
 

 

Suy ra ba ®iÓm O, G, H th¼ng hµng. 

§−êng th¼ng ®i qua ba ®iÓm nµy gäi lµ ®−êng th¼ng ¥-le cña tam gi¸c ABC. 

4.  BiÓu thÞ mét vect¬ qua hai vect¬ kh«ng cïng ph−¬ng 

Cho hai vect¬ a


 vµ b


. NÕu vect¬ c


 cã thÓ viÕt d−íi d¹ng c m a n b 
 

, 

víi m vµ n lµ hai sè thùc nµo ®ã, th× ta nãi r»ng : Vect¬ c


 biÓu thÞ ®−îc 

qua hai vect¬ a


 vµ b


. 

Mét c©u hái ®Æt ra lµ : NÕu ®· cho hai vect¬ kh«ng cïng ph−¬ng a


 vµ b


 

th× ph¶i ch¨ng mäi vect¬ ®Òu cã thÓ biÓu thÞ ®−îc qua hai vect¬ ®ã ? 

Ta cã ®Þnh lÝ sau ®©y 

§Þnh lÝ 

Cho hai vect¬ kh«ng cïng ph−¬ng a


 vµ b


. Khi ®ã mäi 

vect¬ x


 ®Òu cã thÓ biÓu thÞ ®−îc mét c¸ch duy nhÊt qua 

hai vect¬ a


 vµ ,b


 nghÜa lµ cã duy nhÊt cÆp sè m vµ n sao 

cho .x m a n b 
 
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Chøng minh  

Tõ mét ®iÓm O nµo ®ã, ta vÏ c¸c vect¬ 

,OA a
 

 ,OB b
 

 OX x
 

 (h. 26). 

NÕu ®iÓm X n»m trªn ®−êng th¼ng OA 

th× ta cã sè m sao cho OX mOA
 

. 

VËy ta cã 

   0x ma b 
 

 (lóc nµy n  0). 

T−¬ng tù, nÕu ®iÓm X n»m trªn ®−êng 

th¼ng OB th× ta cã 

   0x a nb 
 

 (lóc nµy m  0).           H×nh 26 

NÕu ®iÓm X kh«ng n»m trªn OA vµ OB th× ta cã thÓ lÊy ®iÓm A' trªn OA vµ 

®iÓm B' trªn OB sao cho OA'XB' lµ h×nh b×nh hµnh. Khi ®ã ta cã 

,OX OA' OB' 
  

 vµ do ®ã cã c¸c sè m, n sao cho OX mOA nOB 
  

, hay 

.x ma nb 
 

 

B©y giê nÕu cßn cã hai sè m' vµ n' sao cho    
   

x ma nb m' a n'b , th× 

( ) ( )m m' a n' n b  


. 

Khi ®ã, nÕu m  m' th× 
n' n

a b
m m'







, tøc lµ hai vect¬ a


 vµ b


 cïng ph−¬ng, 

tr¸i víi gi¶ thiÕt, vËy m  m'. Chøng minh t−¬ng tù ta còng cã n  n'.  

C©u hái vµ bµi tËp  

21.  Cho tam gi¸c vu«ng c©n OAB víi OA  OB  a. H·y dùng c¸c vect¬ sau 

®©y vµ tÝnh ®é dµi cña chóng 

    OA


  OB


;   OA


  OB


 ;    3 OA


  4 OB


;  

    
21

4
OA


  2,5 OB


 ;    
11

4
OA


  
3

7
 .OB


 

22. Cho tam gi¸c OAB. Gäi M, N lÇn l−ît lµ trung ®iÓm hai c¹nh OA vµ OB. 

H·y t×m c¸c sè m vµ n thÝch hîp trong mçi ®¼ng thøc sau ®©y 

OM


  m OA


  n OB


 ;   MN


  m OA


  n OB


;  

AN


  m OA


  n OB


;   MB


  m OA


  n .OB

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23. Gäi M vµ N lÇn l−ît lµ trung ®iÓm c¸c ®o¹n th¼ng AB vµ CD. Chøng minh r»ng 

2MN


  AC


  BD


  AD


  .BC


 

24. Cho tam gi¸c ABC vµ ®iÓm G. Chøng minh r»ng 

a) NÕu 0GA GB GC  
   

 th× G lµ träng t©m tam gi¸c ABC ; 

b) NÕu cã ®iÓm O sao cho  1

3
OG OA OB OC  
   

 th× G lµ träng t©m 

tam gi¸c ABC.  

25. Gäi G lµ träng t©m tam gi¸c ABC. §Æt a GA


 vµ .b GB


 H·y biÓu thÞ 

mçi vect¬ AB


, GC


, BC


, CA


 qua c¸c vect¬ a


 vµ b


. 

26. Chøng minh r»ng nÕu G vµ G' lÇn l−ît lµ träng t©m tam gi¸c ABC vµ tam 

gi¸c A'B'C' th× 

3 ' ' ' 'GG AA BB CC  
   

. 

Tõ ®ã h·y suy ra ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó hai tam gi¸c ABC vµ A'B'C' cã 

träng t©m trïng nhau. 

27. Cho lôc gi¸c ABCDEF. Gäi P, Q, R, S, T, U lÇn l−ît lµ trung ®iÓm c¸c c¹nh 

AB, BC, CD, DE, EF, FA. Chøng minh r»ng hai tam gi¸c PRT vµ QSU cã 

träng t©m trïng nhau.  

28. Cho tø gi¸c ABCD. Chøng minh r»ng 

a) Cã mét ®iÓm G duy nhÊt sao cho 0GA GB GC GD   
    

. §iÓm G 

nh− thÕ gäi lµ träng t©m cña bèn ®iÓm A, B, C, D. Tuy nhiªn, ng−êi ta vÉn 

quen gäi G lµ träng t©m cña tø gi¸c ABCD. 

b) Träng t©m G lµ trung ®iÓm cña mçi ®o¹n th¼ng nèi c¸c trung ®iÓm hai 

c¹nh ®èi cña tø gi¸c, nã còng lµ trung ®iÓm cña ®o¹n th¼ng nèi trung ®iÓm 

hai ®−êng chÐo cña tø gi¸c. 

c) Träng t©m G n»m trªn c¸c ®o¹n th¼ng nèi mét ®Ønh cña tø gi¸c vµ träng 

t©m cña tam gi¸c t¹o bëi ba ®Ønh cßn l¹i. 

 

 



 25 

Trôc to¹ ®é vμ  hÖ trôc to¹ ®é 

 

 

ë líp 7, chóng ta ®· lµm quen víi trôc vµ hÖ trôc to¹ ®é §Ò-c¸c vu«ng gãc. 

Trong phÇn nµy, chóng ta sÏ nãi kÜ h¬n vÒ c¸c kh¸i niÖm ®ã. 

1.  Trôc to¹ ®é 

Trôc to¹ ®é (cßn gäi lµ trôc, hay trôc sè) lµ mét ®−êng th¼ng 

trªn ®ã ®· x¸c ®Þnh mét ®iÓm O vµ mét vect¬ i


 cã ®é dµi 

b»ng 1. 

 

 

H×nh 27 

§iÓm O gäi lµ gèc to¹ ®é, vect¬ i


 gäi lµ vect¬ ®¬n vÞ cña trôc to¹ ®é. 

Trôc to¹ ®é nh− vËy ®−îc kÝ hiÖu lµ ( ; )O i


. Ta lÊy ®iÓm I sao cho ,OI i
 

 

tia OI cßn ®−îc kÝ hiÖu lµ Ox, tia ®èi cña Ox lµ Ox'. Khi ®ã trôc ( ; )O i


 cßn 

gäi lµ trôc x'Ox hay trôc Ox (h. 27). 

To¹ ®é cña vect¬ vµ cña ®iÓm trªn trôc 

Cho vect¬ u


 n»m trªn trôc ( ; )O i


. Khi ®ã cã sè a x¸c ®Þnh ®Ó .u ai


 Sè 

a nh− thÕ gäi lµ to¹ ®é cña vect¬ u


 ®èi víi trôc ( ; )O i


. 

Cho ®iÓm M n»m trªn trôc ( ; )O i


. Khi ®ã cã sè m x¸c ®Þnh ®Ó .OM mi
 

 

Sè m nh− thÕ gäi lµ to¹ ®é cña ®iÓm M ®èi víi trôc ( ; )O i


 (còng lµ to¹ ®é 

cña vect¬ ).OM


 

1 

Trªn trôc Ox cho hai ®iÓm A vµ B lÇn l−ît cã to¹ ®é lµ a vµ b. T×m to¹ ®é cña vect¬ 

AB


 vµ vect¬ BA


. T×m to¹ ®é trung ®iÓm cña ®o¹n th¼ng AB. 

5 
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§é dµi ®¹i sè cña vect¬ trªn trôc 

NÕu hai ®iÓm A, B n»m trªn trôc Ox th× to¹ ®é cña vect¬ AB


 ®−îc kÝ hiÖu 

lµ AB  vµ gäi lµ ®é dµi ®¹i sè cña vect¬ AB


 trªn trôc Ox. 

Nh− vËy 

.AB AB i
 

 

Tõ ®Þnh nghÜa trªn ta suy ra c¸c kh¼ng ®Þnh sau ®©y : Trªn trôc sè, 

1) Hai vect¬ AB


 vµ CD


 b»ng nhau khi vµ chØ khi AB CD  

(hiÓn nhiªn) ; 

2) HÖ thøc AB BC AC 
  

 t−¬ng ®−¬ng víi hÖ thøc 

AB BC AC   (hÖ thøc Sa-l¬). 

ThËt vËy,        AB BC AC 
  

  AB i BC i AC i 
  

 

       ( )AB BC i AC i 
 

  .AB BC AC   

2. HÖ trôc to¹ ®é 

Trªn h×nh 28, ta cã mét hÖ trôc to¹ ®é vu«ng 

gãc. Nã bao gåm hai trôc to¹ ®é Ox vµ Oy 

vu«ng gãc víi nhau. 

Vect¬ ®¬n vÞ trªn trôc Ox lµ ,i


 vect¬ ®¬n vÞ 

trªn trôc Oy lµ .j


 

§iÓm O gäi lµ gèc to¹ ®é. Trôc Ox gäi lµ trôc 
hoµnh, trôc Oy gäi lµ trôc tung. 

HÖ trôc to¹ ®é vu«ng gãc nh− trªn cßn gäi ®¬n gi¶n lµ hÖ trôc to¹ ®é vµ 

th−êng ®−îc kÝ hiÖu lµ Oxy hay ( ; , )O i j
 

. 

  Chó ý 

Khi trong mÆt ph¼ng ®· cho (hay ®· chän) mét hÖ trôc to¹ ®é, ta 

sÏ gäi mÆt ph¼ng ®ã lµ mÆt ph¼ng to¹ ®é.  

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 28 
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3. To¹ ®é cña vect¬ ®èi víi hÖ trôc to¹ ®é  

2 

Quan s¸t h×nh 29. H·y biÓu thÞ 

mçi vect¬ ,a


 ,b


 ,u


 v


 qua hai 

vect¬ ,i j
 

 d−íi d¹ng x i y j
 

 

víi x, y lµ hai sè thùc nµo ®ã. 

 

 

 

 

 

                  H×nh 29 

§Þnh nghÜa 

§èi víi hÖ trôc to¹ ®é ( ; , )O i j
 

, nÕu a x i y j 
 

 th× cÆp sè 

(x ; y) ®−îc gäi lµ to¹ ®é cña vect¬ ,a


 kÝ hiÖu lµ a


  (x ; y) 

hay a


(x ; y). Sè thø nhÊt x gäi lµ hoµnh ®é, sè thø hai y gäi lµ 

tung ®é cña vect¬ a


. 

?1  a) T×m to¹ ®é cña c¸c vect¬ , , ,a b u v
  

 trªn h×nh 29.  

b) §èi víi hÖ trôc to¹ ®é ( ; , )O i j
 

, h·y chØ ra to¹ ®é cña c¸c vect¬ 0


, i


, j


, 

i j
 

, 2 j i
 

, 
1

3
3

i j
 

, 3 0,14i j
 

. 

NhËn xÐt. Tõ ®Þnh nghÜa to¹ ®é cña vect¬, ta thÊy hai vect¬ b»ng nhau khi 

vµ chØ khi chóng cã cïng to¹ ®é, nghÜa lµ 

( ; ) ( ; )
.

x x'
a x y b x' y'

y y'


   


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4.  BiÓu thøc to¹ ®é cña c¸c phÐp to¸n vect¬ 

Trong môc nµy ta nãi vÒ biÓu thøc to¹ ®é cña c¸c phÐp to¸n vect¬ sau : 

phÐp céng, phÐp trõ vect¬ vµ phÐp nh©n vect¬ víi sè. 

3 

Cho hai vect¬ ( 3 ; 2)a  


 vµ (4 ; 5)b 


. 

a) H·y biÓu thÞ c¸c vect¬ ,a b


 qua hai vect¬ ,i j
 

. 

b) T×m to¹ ®é cña c¸c vect¬ c a b 
 

 ; 4d a
 

 ; 4u a b 
 

. 

Mét c¸ch tæng qu¸t, ta cã 

Cho a


  (x ; y) vµ b


  (x' ; y'). Khi ®ã 

1) ( ; ')a b x x' y y   


; ( ; )a b x x' y y'   


 ; 

2) ( ; )ka kx ky


 víi  k    ; 

3) Vect¬ b


 cïng ph−¬ng víi vect¬ 0a 


 khi vµ chØ khi cã sè 

k sao cho x'  kx, y'  ky. 

?2  Mçi cÆp vect¬ sau cã cïng ph−¬ng kh«ng ? 

a) (0 ; 5)a 


 vµ ( 1 ; 7)b  


 ;    b) (2003 ; 0)u 


 vµ (1 ; 0)v 


 ; 

c) (4 ; 8)e  


 vµ ( 0,5 ; 1)f  


 ;   d) ( 2 ; 3)m 


 vµ (3 ; 2)n 


. 

5.  To¹ ®é cña ®iÓm 

Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy, mçi ®iÓm M ®−îc x¸c ®Þnh hoµn toµn bëi 

vect¬ OM


. Do vËy, nÕu biÕt to¹ ®é cña vect¬ OM


 th× ®iÓm M sÏ ®−îc x¸c 

®Þnh. V× lÏ ®ã ng−êi ta ®Þnh nghÜa 

Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy, to¹ ®é cña vect¬ OM


 ®−îc 

gäi lµ to¹ ®é cña ®iÓm M. 

Nh− vËy, cÆp sè (x ; y) lµ to¹ ®é cña ®iÓm M khi vµ chØ khi OM


  (x ; y). 

Khi ®ã ta viÕt M(x ; y) hoÆc M  (x ; y). 

Sè x gäi lµ hoµnh ®é cña ®iÓm M, sè y gäi lµ tung ®é cña ®iÓm M. 
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NhËn xÐt. (h. 30) Gäi H, K lÇn l−ît lµ h×nh chiÕu cña 

M trªn Ox vµ Oy. Khi ®ã, nÕu M  (x ; y) th× 

.OM xi y j OH OK   
   

 Suy ra 

     x i OH


 hay x OH  ; 

     y j OK


 hay y  .OK          H×nh 30 

4 
Trªn h×nh 31  

a) To¹ ®é cña mçi ®iÓm O, A, B, C, D b»ng 
bao nhiªu ? 

b) H·y t×m ®iÓm E cã to¹ ®é (4 ; 4). 

c) T×m to¹ ®é cña vect¬ AB


.  

 

 

Tæng qu¸t, ta cã 

Víi hai ®iÓm ( ; )M MM x y  vµ ( ; )N NN x y  th× 

  


( ; )N M N MMN x x y y . 

?3  H·y gi¶i thÝch v× sao cã kÕt qu¶ trªn. 

  Chó ý 

§Ó thuËn tiÖn, ta th−êng dïng kÝ hiÖu ( ; )M Mx y  ®Ó chØ to¹ ®é 

cña ®iÓm M. 

6. To¹ ®é trung ®iÓm cña ®o¹n th¼ng vμ to¹ ®é cña träng t©m tam gi¸c 

5 

Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy, cho hai ®iÓm M(xM ; yM), N(xN ; yN). Gäi P lµ trung 

®iÓm cña ®o¹n th¼ng MN. 

a) H·y biÓu thÞ vect¬ OP


 qua hai vect¬ OM


 vµ ON


. 

b) Tõ ®ã h·y t×m to¹ ®é ®iÓm P theo to¹ ®é cña M vµ N. 

VËy ta cã 

NÕu P lµ trung ®iÓm cña ®o¹n th¼ng MN th× 




2

M N
P

x x
x  ; 


 .

2

M N
P

y y
y  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 31 
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6 

T×m to¹ ®é ®iÓm M' ®èi xøng víi ®iÓm M(7 ; 3) qua ®iÓm A(1 ; 1). 

7  
Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy, cho tam gi¸c ABC víi träng t©m G. 

a) H·y viÕt hÖ thøc gi÷a c¸c vect¬ , ,OA OB OC
  

 vµ OG


. 

b) Tõ ®ã suy ra to¹ ®é cña G theo to¹ ®é cña A, B, C. 

VËy ta cã 

NÕu G lµ träng t©m cña tam gi¸c ABC th× 

 


3

A B C
G

x x x
x  ; 

 
 .

3

A B C
G

y y y
y  

VÝ dô. Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy, cho c¸c ®iÓm A(2 ; 0), B(0 ; 4), C(1 ; 3). 

a) Chøng minh A, B, C lµ ba ®Ønh cña mét tam gi¸c. 

b) T×m to¹ ®é cña träng t©m tam gi¸c ABC. 

Gi¶i. a) Ta cã ( 2; 4)AB  


 vµ ( 1; 3)AC  


. Do 
2 4

1 3





 nªn ,AB AC

 
 

kh«ng cïng ph−¬ng, suy ra A, B, C kh«ng th¼ng hµng vµ chóng lµ ba ®Ønh 

cña mét tam gi¸c. 

b) Ta cã 
 


3

A B Cx x x
 

2 0 1
1

3

 
  vµ 

 


3

A B Cy y y 0 4 3 7
.

3 3

 
  

VËy to¹ ®é cña träng t©m tam gi¸c ABC lµ 
7

.1 ;
3

 
 
 

 

C©u hái vµ bµi tËp 

29. Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é, mçi mÖnh ®Ò sau ®óng hay sai ? 

a) Hai vect¬ (26; 9)a


 vµ (9; 26)b


b»ng nhau. 

b) Hai vect¬ b»ng nhau khi vµ chØ khi chóng cã hoµnh ®é b»ng nhau vµ 

tung ®é b»ng nhau. 

c) Hai vect¬ ®èi nhau th× chóng cã hoµnh ®é ®èi nhau. 

d) Vect¬ a


 cïng ph−¬ng víi vect¬ i


 nÕu a


 cã hoµnh ®é b»ng 0. 

e) Vect¬ a


 cã hoµnh ®é b»ng 0 th× nã cïng ph−¬ng víi vect¬ .j

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30. T×m to¹ ®é cña c¸c vect¬ sau trong mÆt ph¼ng to¹ ®é 

    a i 


 ;      5b j
 

 ;      3 4c i j 
 

 ; 

   
1

( )
2

d j i 
  

 ;   0,15 1,3e i j 
 

 ;      o(cos24 )f i j
  

 . 

31. Cho a


  (2 ; 1), (3; 4), (7; 2)b c 
 

. 

a) T×m to¹ ®é cña vect¬ 2 3u a b c  
  

. 

b) T×m to¹ ®é cña vect¬ x


 sao cho x a b c  
  

. 

c) T×m c¸c sè k, l ®Ó c k a l b 
 

. 

32. Cho 
1

5
2

u i j 
 

 , 4v ki j 
 

. 

T×m c¸c gi¸ trÞ cña k ®Ó hai vect¬ ,u v
 

 cïng ph−¬ng. 

33. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nµo ®óng ? 

a) To¹ ®é cña ®iÓm A b»ng to¹ ®é cña vect¬ OA


, víi O lµ gèc to¹ ®é. 

b) Hoµnh ®é cña mét ®iÓm b»ng 0 th× ®iÓm ®ã n»m trªn trôc hoµnh. 

c) §iÓm A n»m trªn trôc tung th× A cã hoµnh ®é b»ng 0. 

d) P lµ trung ®iÓm cña ®o¹n th¼ng AB khi vµ chØ khi hoµnh ®é ®iÓm P b»ng 

trung b×nh céng c¸c hoµnh ®é cña hai ®iÓm A, B. 

e) Tø gi¸c ABCD lµ h×nh b×nh hµnh khi vµ chØ khi A C B Dx x x x    vµ 

A C B Dy y y y   . 

34. Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é, cho ba ®iÓm A(3 ; 4), B(1 ; 1), C(9 ; 5). 
a) Chøng minh ba ®iÓm A, B, C th¼ng hµng. 

b) T×m to¹ ®é ®iÓm D sao cho A lµ trung ®iÓm cña BD. 

c) T×m to¹ ®é ®iÓm E trªn trôc Ox sao cho A, B, E th¼ng hµng. 

35. Cho ®iÓm M(x ; y). T×m to¹ ®é cña c¸c ®iÓm 

a) M1 ®èi xøng víi M qua trôc Ox ; 

b) M2 ®èi xøng víi M qua trôc Oy ; 

c) M3 ®èi xøng víi M qua gèc to¹ ®é O. 

36. Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é, cho ba ®iÓm A( 4 ; 1), B(2 ; 4), C(2 ;  2). 

a) T×m to¹ ®é cña träng t©m tam gi¸c ABC. 

b) T×m to¹ ®é ®iÓm D sao cho C lµ träng t©m tam gi¸c ABD. 

c) T×m to¹ ®é ®iÓm E sao cho ABCE lµ h×nh b×nh hµnh. 
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¤n tËp ch−¬ n g  I  

I - Tãm t¾t nh÷ng kiÕn thøc cÇn nhí 

1.  Vect¬  

 Vect¬ kh¸c 

0  lµ mét ®o¹n th¼ng cã h−íng. Vect¬-kh«ng cã ®iÓm ®Çu 

vµ ®iÓm cuèi trïng nhau. Vect¬-kh«ng cã ®é dµi b»ng 0, cã ph−¬ng vµ 

h−íng tuú ý. 

 Hai vect¬ b»ng nhau nÕu chóng cã cïng h−íng vµ cïng ®é dµi. 

2.  Tæng vµ hiÖu c¸c vect¬  

 Quy t¾c ba ®iÓm : Víi ba ®iÓm M, N, P bÊt k×, ta cã 

MN NP MP 
  

. 

 Quy t¾c h×nh b×nh hµnh : NÕu OABC lµ h×nh b×nh hµnh th×  

.OA OC OB 
  

 

 Quy t¾c vÒ hiÖu vect¬ : Cho vect¬ MN


. Víi ®iÓm O bÊt k×, ta cã 

MN ON OM 
  

. 

3. TÝch cña mét vect¬ víi mét sè 

 NÕu b ka
 

 ( 0)a 


 th× .b k a
 

 vµ 

        b


 cïng h−íng víi a


 khi k  0, 

        b


 ng−îc h−íng víi a


 khi k < 0. 

 C¸c tÝnh chÊt 

 1) ( ) ( )k la kl a
 

 ; 

 2) ( )k l a ka la  
  

 ; 

 3) ( )k a b ka kb  
  

 ; 

 4) 0ka 


  k  0 hoÆc 0.a 


 

 §iÓm I lµ trung ®iÓm ®o¹n th¼ng AB khi vµ chØ khi víi ®iÓm O bÊt k×, ta cã  

1
( )

2
OI OA OB 
  

. 
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§iÓm G lµ träng t©m tam gi¸c ABC khi vµ chØ khi víi ®iÓm O bÊt k×, ta cã 

1
( ).

3
OG OA OB OC  
   

 

4.  To¹ ®é cña vect¬ vµ cña ®iÓm 

§èi víi hÖ trôc (O ; ,i j
 

) hay Oxy 

 1) ( ; )u a b u ai bj   
  

 ; 

 2) ( ; ) ( ; ).M x y OM x y  


 

NÕu ( ; )A x y , ( ' ; ')B x y  th× ( ' ; ' ).AB x x y y  


 

NÕu ( ; )

u x y  vµ ( '; ')


v x y  th× 

 1) ( '; ')   
 
u v x x y y  ; 

 2) ( ; ).


ku kx ky  

II - C©u hái tù kiÓm tra 

1. H·y nãi râ vect¬ kh¸c ®o¹n th¼ng nh− thÕ nµo. 

2.  NÕu hai vect¬ AB


 vµ CD


 b»ng nhau vµ cã gi¸ kh«ng trïng nhau th× bèn ®Ønh 

A, B, C, D cã lµ bèn ®Ønh cña mét h×nh b×nh hµnh hay kh«ng ?  

3.  NÕu cã nhiÒu vect¬ th× x¸c ®Þnh tæng cña chóng nh− thÕ nµo ? 

4.  HiÖu hai vect¬ ®−îc ®Þnh nghÜa qua kh¸i niÖm tæng hai vect¬ nh− thÕ nµo ? 

5.  Cho hai ®iÓm A, B ph©n biÖt. Víi mét ®iÓm O bÊt k×, mçi ®¼ng thøc sau 

®©y ®óng hay sai ? 

a) AB OA OB 
  

 ;         b) OA OB BA 
  

 ; 

c) OA OB BA  
  

 ;        d) OA BO AB  
  

. 

6. Cã thÓ dïng phÐp nh©n vect¬ víi mét sè ®Ó ®Þnh nghÜa vect¬ ®èi cña mét 

vect¬ hay kh«ng ? 

7. Cho hai vect¬ a


 vµ b


 kh«ng cïng ph−¬ng. Trong c¸c vect¬ ,c


 ,d


 ,u


 ,v


 ,x


 

y


 sau ®©y, h·y chØ ra c¸c vect¬ cïng h−íng vµ c¸c vect¬ ng−îc h−íng 
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1 2

2 3
c a b 

 
 ;    

1

3
d a b  
 

 ;       3 4u a b 
 

 ; 

3v a b 
 

 ;      
1 1

4 3
x a b  

 
 ;      9 3 .y a b  

 
 

Hai vect¬ c


 vµ d


 cã cïng ph−¬ng hay kh«ng ? T¹i sao ? 

8. Cho tam gi¸c ABC víi trung tuyÕn AM vµ träng t©m G. Mçi kh¼ng ®Þnh sau 

®©y ®óng hay sai ? 

a) 2AM AG
 

 ;      b)
2

3
AG AM
 

;     c) 
1

2
MG GA
 

 ;  

d) 
2

( )
3

AG AB AC 
  

 ;   e) GB AG BG 
  

. 

9. Cho biÕt to¹ ®é hai ®iÓm A vµ B. Lµm thÕ nµo ®Ó 

a) T×m to¹ ®é cña vect¬ AB


 ? 

b) T×m to¹ ®é trung ®iÓm cña ®o¹n th¼ng AB ? 

10.  Cho biÕt to¹ ®é ba ®Ønh cña mét tam gi¸c. Lµm thÕ nµo ®Ó t×m to¹ ®é cña 

träng t©m tam gi¸c ®ã ? 

III - Bμi tËp 

1. Cho tam gi¸c ABC. H·y x¸c ®Þnh c¸c vect¬ 

   AB BC
 

 ;  CB BA
 

 ;  AB CA
 

 ;   BA CB
 

 ; 

   BA CA
 

 ;  CB CA
 

 ;  AB CB
 

 ;   .BC AB
 

 

2. Cho ba ®iÓm O, A, B kh«ng th¼ng hµng. T×m ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó vect¬ 

OA OB
 

 cã gi¸ lµ ®−êng ph©n gi¸c cña gãc AOB. 

3. Gäi O lµ t©m cña h×nh b×nh hµnh ABCD. Chøng minh r»ng víi ®iÓm M bÊt 

k×, ta cã 

 MO


  
1

4
( )MA MB MC MD  
   

. 

4. Cho tam gi¸c ABC. 

a) T×m c¸c ®iÓm M vµ N sao cho 

0MA MB MC  
   

 vµ 2 0.NA NB NC  
   
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b) Víi c¸c ®iÓm M, N ë c©u a), t×m c¸c sè p vµ q sao cho 

.MN pAB qAC 
  

 

5. Cho ®o¹n th¼ng AB vµ ®iÓm I sao cho 2 3 0IA IB 
  

. 

a) T×m sè k sao cho AI kAB
 

. 

b) Chøng minh r»ng víi mäi ®iÓm M, ta cã 

2 3

5 5
MI MA MB 
  

. 

6. Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy, cho ba ®iÓm A(1 ; 3), B(4 ; 2), C(3 ; 5). 

a) Chøng minh r»ng ba ®iÓm A, B, C kh«ng th¼ng hµng. 

b) T×m to¹ ®é ®iÓm D sao cho 3AD BC 
 

. 

c) T×m to¹ ®é ®iÓm E sao cho O lµ träng t©m tam gi¸c ABE. 

IV - Bμi tËp tr¾c nghiÖm 

1. Cho tam gi¸c ABC. Gäi A', B', C' lÇn l−ît lµ trung ®iÓm cña c¸c c¹nh BC, 

CA, AB. Vect¬ A'B'


 cïng h−íng víi vect¬ nµo trong c¸c vect¬ sau ®©y ? 

(A) AB


 ;            (B) AC'


 ; 

(C) BA


 ;            (D) 'C B


. 

2. Cho ba ®iÓm  M, N, P th¼ng hµng, trong ®ã ®iÓm N n»m gi÷a hai ®iÓm M 

vµ P. Khi ®ã c¸c cÆp vect¬ nµo sau ®©y cïng h−íng ? 

(A) MN


 vµ PN


 ;         (B) MN


 vµ MP


 ; 

(C) MP


 vµ PN


 ;         (D) NM


 vµ NP


. 

3. Cho h×nh ch÷ nhËt ABCD. Trong c¸c ®¼ng thøc d−íi ®©y, ®¼ng thøc nµo ®óng ? 

(A) AB CD
 

 ;          (B) BC DA
 

. 

(C) AC BD
 

 ;          (D) AD BC
 

. 

4. Cho tam gi¸c ®Òu ABC víi ®−êng cao AH. §¼ng thøc nµo d−íi ®©y ®óng ? 

(A) HB HC
 

 ;          (B) 2AC HC
 

 ; 

(C) 
3

2
AH BC
 

 ;       (D) AB AC
 

. 
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5.  Cho ®iÓm B n»m gi÷a hai ®iÓm A vµ C víi AB  2a, CB  5a. §é dµi vect¬ 

AC


 b»ng bao nhiªu ? 

(A) 7a ;            (B) 3a ; 

(C) 
5

2

a
 ;            (D) 210a . 

6.  Cho bèn ®iÓm A, B, C, D. §¼ng thøc nµo d−íi ®©y ®óng ? 

(A) AB CD AC BD  
   

 ;     (B) AB CD AD BC  
   

 ; 

(C) AB CD AD CB  
   

 ;     (D) AB CD DA BC  
   

. 

7.  Cho s¸u ®iÓm A, B, C, D, E, F. §¼ng thøc nµo d−íi ®©y ®óng ? 

(A) 0AB CD FA BC EF DE     
      

 ; 

(B) AB CD FA BC EF DE AF     
      

 ; 

(C) AB CD FA BC EF DE AE     
      

 ; 

(D) AB CD FA BC EF DE AD     
      

. 

8.  Cho h×nh thang ABCD víi hai c¹nh ®¸y lµ AB  3a vµ CD  6a. Khi ®ã 


 
AB CD  b»ng bao nhiªu ? 

(A) 9a ;              (B) 3a ; 

(C) 3a ;              (D) 0. 

9. Cho h×nh vu«ng ABCD cã c¹nh b»ng a. Khi ®ã gi¸ trÞ AC BD
 

 b»ng 

bao nhiªu? 

(A) 2 2a  ;            (B) 2a ; 

(C) a ;             (D) 0. 

10.  Cho ba ®iÓm bÊt k× A, B, C. §¼ng thøc nµo d−íi ®©y ®óng ? 

(A) AB CB CA 
  

;        (B) BC AB AC 
  

 ; 

(C) AC CB BA 
  

 ;        (D) CA CB AB 
  

. 

11.  Cho tam gi¸c ®Òu ABC cã c¹nh b»ng a. Gi¸ trÞ AB CA
 

 b»ng bao nhiªu ? 

(A) 2a ;             (B) a ; 

(C) 3a  ;           (D) 
3

2

a
. 
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12.  Cho hai tam gi¸c ABC vµ A'B'C' lÇn l−ît cã träng t©m lµ G vµ G'. §¼ng 

thøc nµo d−íi ®©y lµ sai ? 

(A) 3GG' AA' BB' CC'  
   

 ;    (B) 3GG' AB' BC' CA'  
   

 ; 

(C) 3GG' AC' BA' CB'  
   

 ;    (D) 3GG' A'A BB' CC'  
   

. 

13.  Cho ®iÓm B n»m gi÷a hai ®iÓm A vµ C, víi AB  2a, AC  6a. §¼ng thøc 

nµo d−íi ®©y ®óng ? 

(A) BC AB
 

 ;         (B) 2BC AB 
 

 ; 

(C) 4BC AB
 

 ;         (D) 2BC BA 
 

. 

14.  Cho ba ®iÓm ph©n biÖt A, B, C. NÕu 3AB AC
 

 th× ®¼ng thøc nµo d−íi 

®©y ®óng ? 

(A) 4BC AC
 

 ;         (B) 4BC AC 
 

 ; 

(C) 2BC AC
 

 ;         (D) 2BC AC 
 

. 

15.  §iÒu kiÖn nµo d−íi ®©y lµ cÇn vµ ®ñ ®Ó ®iÓm O lµ trung ®iÓm cña ®o¹n 

th¼ng AB ? 

(A) OA  OB ;          (B) OA OB
 

 ; 

(C) AO BO
 

 ;         (D) 0OA OB 
  

. 

16.  NÕu G  lµ träng t©m tam gi¸c ABC th× ®¼ng thøc nµo d−íi ®©y ®óng ? 

(A) 
2

AB AC
AG




 
 ;       (B) 

3

AB AC
AG




 
 ; 

(C) 
 3

2

AB AC
AG




 
 ;      (D) 

 2

3

AB AC
AG




 
. 

17.  Gäi AM lµ trung tuyÕn cña tam gi¸c ABC, vµ I lµ trung ®iÓm cña AM. 

§¼ng thøc nµo sau ®©y lµ ®óng ? 

(A) 0IA IB IC  
   

 ;       (B) 0IA IB IC   
   

 ; 

(C) 0IA IB IC  
   

 ;       (D) 2 0IA IB IC  
   

. 

18.  Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy cho hai ®iÓm A(1 ; 4) vµ B(3 ; 5). Khi ®ã 

to¹ ®é cña vect¬ BA


 lµ cÆp sè nµo ? 
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(A) (2 ;  1) ;          (B) ( 4 ; 9) ; 

(C) (4 ;  9) ;          (D) (4 ; 9). 

19.  Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy cho hai ®iÓm A(0 ; 5) vµ B(2 ; 7). To¹ ®é 

trung ®iÓm cña ®o¹n th¼ng AB lµ cÆp sè nµo ? 

(A) (2 ;  2) ;          (B) ( 2 ; 12) ; 

(C) ( 1 ; 6) ;          (D) (1 ;  1). 

20.  Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy cho hai ®iÓm M(8 ;  1) vµ N(3 ; 2). NÕu P lµ 

®iÓm ®èi xøng víi ®iÓm M qua ®iÓm N th× to¹ ®é cña P lµ cÆp sè nµo ? 

(A) (2 ; 5)  ;          (B) 
11 1

;
2 2

 
 
 

 ; 

(C) (13 ; 3) ;          (D) (11 ;  1). 

21.  Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy cho ba ®iÓm A(5 ;  2), B(0 ; 3) vµ C( 5 ;  1). 

Khi ®ã träng t©m tam gi¸c ABC cã to¹ ®é lµ cÆp sè nµo ? 

(A) (1 ;  1)  ;          (B) (0 ; 0) ; 

(C) (0 ; 11) ;           (D) (10 ; 0). 

22.  Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy cho tam gi¸c ABC víi träng t©m G. BiÕt r»ng 

A  ( 1 ; 4), B  (2 ; 5), G  (0 ; 7).  Hái to¹ ®é ®Ønh C lµ cÆp sè nµo ? 

(A) (2 ; 12) ;          (B) ( 1 ; 12) ; 

(C) (3 ; 1) ;           (D) (1 ; 12). 

23. Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy cho bèn ®iÓm A(3 ; 1), B(2 ; 2), C(1 ; 6), 

D(1 ;  6). Hái ®iÓm G(2 ;  1) lµ träng t©m cña tam gi¸c nµo sau ®©y ? 

(A) Tam gi¸c ABC ;        (B) Tam gi¸c ABD ;   

(C) Tam gi¸c ACD ;        (D) Tam gi¸c BCD. 
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G i ¸  t r Þ  l−î n g  g i ¸ c  c ñ a  

mét gãc bÊt k×  ( tõ  0 o  ®Õn  180 o )   

 

ë líp 9, c¸c em ®· biÕt vÒ c¸c gi¸ trÞ 

l−îng gi¸c (tØ sè l−îng gi¸c) : sin, c«sin, 

tang, c«tang cña mét gãc nhän  vµ kÝ 

hiÖu lµ sin ,  cos ,  tan ,  cot .  

Trªn h×nh 32 cã mét hÖ to¹ ®é Oxy vµ mét 

nöa ®−êng trßn t©m O b¸n kÝnh R  1, 

n»m phÝa trªn trôc Ox. Ta gäi nã lµ 

nöa ®−êng trßn ®¬n vÞ.  

NÕu cho tr−íc mét gãc nhän  th× ta cã thÓ x¸c ®Þnh mét ®iÓm M duy nhÊt 

trªn nöa ®−êng trßn ®¬n vÞ sao cho  .MOx   

1 

Gi¶ sö (x ; y) lµ to¹ ®é cña ®iÓm M (h. 32). H·y chøng tá r»ng 

sin y   ;  cos x   ;   tan
y

x
   ;   .cot

x

y
   

B©y giê chóng ta më réng ®Þnh nghÜa gi¸ trÞ l−îng gi¸c cho gãc  bÊt k× 

o o(0 180 )  . Ta lµm ®iÒu ®ã b»ng c¸ch vÉn dïng nöa ®−êng trßn ®¬n vÞ 

nh− trªn. 

1. §Þnh nghÜa 

Víi mçi gãc  o o(0 180 ),   ta x¸c ®Þnh ®iÓm M trªn nöa 

®−êng trßn ®¬n vÞ sao cho  .MOx   Gi¶ sö ®iÓm M cã to¹ 

®é (x ; y). Khi ®ã 

Tung ®é y cña ®iÓm M gäi lµ sin cña gãc , kÝ hiÖu lµ sin  ; 

Hoµnh ®é x cña ®iÓm M gäi lµ c«sin cña gãc , kÝ hiÖu 

lµ cos  ; 

 

 

 

 

 

 

H×nh 32 
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TØ sè 
y

x
 (víi x  0) gäi lµ tang cña gãc , kÝ hiÖu lµ tan  ; 

TØ sè 
x

y
 (víi y  0) gäi lµ c«tang cña gãc , kÝ hiÖu lµ cot .  

C¸c sè sin, cos, tan, cot gäi lµ c¸c gi¸ trÞ l−îng gi¸c cña gãc . 

Nh− vËy sin ,y   cos ,x   
sin

tan ,
cos

y

x




   
cos

cot .
sin

x

y




   

VÝ dô 1. T×m c¸c gi¸ trÞ l−îng gi¸c cña gãc o135 .  

Gi¶i. (h. 33) Ta lÊy ®iÓm M trªn nöa 

®−êng trßn ®¬n vÞ sao cho 

 o135 .MOx   Khi ®ã hiÓn nhiªn 

 o45 .MOy   Tõ ®ã suy ra to¹ ®é cña 

®iÓm M lµ 

2 2
; .

2 2
M

 
   
 

 

VËy o 2
sin135

2
  ; o 2

cos135
2

   ; otan135 1   ; ocot135 1.   

?1  T×m c¸c gi¸ trÞ l−îng gi¸c cña c¸c gãc o0 , o180 , o90 . 

?2  Víi c¸c gãc  nµo th× sin 0   ? Víi c¸c gãc  nµo th× cos 0   ? 

2 (h. 34) 

LÊy hai ®iÓm M vµ M' trªn nöa ®−êng trßn 

®¬n vÞ sao cho MM' // Ox. 

a) T×m sù liªn hÖ gi÷a hai gãc MOx   vµ 

 .' M'Ox  

b) H·y so s¸nh c¸c gi¸ trÞ l−îng gi¸c cña hai 

gãc  vµ '.  

 

 

 

 
 

 

H×nh 33 
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Tõ ®ã ta suy ra c¸c tÝnh chÊt sau ®©y 

NÕu hai gãc bï nhau th× sin cña chóng b»ng nhau, cßn 

c«sin, tang vµ c«tang cña chóng ®èi nhau ; nghÜa lµ 

     osin(180 )   sin  ; 

    ocos(180 )   cos  ; 

    otan(180 )   tan    ( o90  ) ; 

    ocot(180 )   cot   ( o o0 180  ). 

VÝ dô 2.  T×m c¸c gi¸ trÞ l−îng gi¸c cña gãc 150
o
. 

Gi¶i. Gãc 150
o 

bï víi gãc 30
o 

nªn 

o o 1
sin150 sin30

2
   ;       o o 3

cos150 cos30
2

     ; 

o o 3
tan150 tan30

3
     ;     o ocot150 cot 30 3    . 

2. Gi¸ trÞ l−îng gi¸c cña mét sè gãc ®Æc biÖt 

Sau ®©y lµ gi¸ trÞ l−îng gi¸c cña mét sè gãc ®Æc biÖt mµ ta nªn nhí (trong 

b¶ng d−íi ®©y, kx® lµ viÕt t¾t cña nhãm tõ kh«ng x¸c ®Þnh). Gi¸ trÞ l−îng 

gi¸c cña c¸c gãc bÊt k× cã thÓ t×m thÊy trong b¶ng sè hoÆc b»ng m¸y tÝnh 

bá tói. 

Gãc 0
o 

30
o 

45
o 

60
o 

90
o 

120
o 

135
o 

150
o 

180
o 

sin 0 
1

2
 

2

2
 

3

2
 1 

3

2
 

2

2
 

1

2
 0 

cos 1 
3

2
 

2

2
 

1

2
 0 

1

2
 

2

2
  

3

2
  1 

tan 0 
3

3
 1 3  kx®  3  1 

3

3
  0 

cot kx® 3  1 
3

3
 0 

3

3
  1  3  kx® 
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Em cã  b iÕ t  ?  

C¸c tõ sin, c«sin, tang, c«tang 

Tõ xa x−a, do nhu cÇu ®o ®¹c thiªn v¨n, nhiÒu nhµ to¸n häc ®· lËp b¶ng ®é dµi d©y 

cung c¨ng bëi cung trßn (b¸n kÝnh cho tr−íc) cã sè ®o 1
o
, 2

o
, 3

o
, ..., 180

o
, trong ®ã 

cã Hip-pac (Hipparque) ë thÕ kØ thø II tr−íc c«ng nguyªn, Pt«-lª-mª (Ptolemey) ë thÕ 

kØ thø II sau c«ng nguyªn, v.v... §ã lµ nguån gèc cña kh¸i niÖm sin. Qua nhiÒu giai 

®o¹n lÞch sö, tõ "jiva" (tiÕng Ên, cã nghÜa lµ "d©y cung") ®−îc diÔn dÞch, phiªn ©m, ®æi 

dÇn thµnh tõ sinus bëi c¸c nhµ thiªn v¨n, to¸n häc nh− An Bat-ta-ni (Al Battani) ë thÕ 

kØ thø X, Giª-ra Crª-m«n (GÐrard CrÐmone) ë thÕ kØ thø XII, v.v... 

Kh¸i niÖm tang, c«tang n¶y sinh tõ viÖc kh¶o s¸t bãng cña vËt th¼ng ®øng trªn 

nÒn n»m ngang ®Ó t×m giê trong ngµy. Tõ xa x−a, ng−êi ta còng ®· lËp b¶ng c¸c 

"bãng" (tøc b¶ng tang, c«tang). 

§Õn thÕ kØ thø XVI míi xuÊt hiÖn kÝ hiÖu sin, tang (T«-mat Phin (Thomas Finck)) 

vµ ®Çu thÕ kØ thø XVII míi xuÊt hiÖn kÝ hiÖu c«sin, c«tang ®Ó chØ sin, tang cña 

gãc phô (Et-m¬n G¬n-t¬ (Edmund Gunter)). C¸c kÝ hiÖu nµy dÇn dÇn ®−îc chÊp 

nhËn vµ sö dông phæ cËp.  

C©u hái vµ bµi tËp 

1.  TÝnh gi¸ trÞ ®óng cña c¸c biÓu thøc sau (kh«ng dïng m¸y tÝnh bá tói hoÆc 

b¶ng sè) 

a) o o o o o(2sin30 cos135 3tan150 )(cos180 cot 60 )    ; 

b) 2 o 2 o 2 o 2 o 2 osin 90 cos 120 cos 0 tan 60 cot 135 .     

2.  §¬n gi¶n c¸c biÓu thøc 

a) o o o osin100 sin80 cos16 cos164    ; 

b) o o o2sin(180 )cot cos(180 ) tan cot(180 )         víi  o o0 90 .   

3.  Chøng minh c¸c hÖ thøc sau  

a) 2 2sin cos 1    ; 

b) 2

2

1
1 tan

cos



     o( 90 )   ; 

c) 2

2

1
1 cot

sin



     o o(0 180 )  . 
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T Ý c h v «  h−íng cña hai  vect¬ 

 
 

1.  Gãc gi÷a hai vect¬  

Cho hai vect¬ a


 vµ b


 ®Òu kh¸c vect¬ 0


.  

Tõ mét ®iÓm O nµo ®ã, ta vÏ c¸c vect¬ OA


  a


 

vµ OB


  b


 (h. 35). Khi ®ã  

Sè ®o cña gãc AOB ®−îc gäi lµ 

sè ®o cña gãc gi÷a hai vect¬ a


 

vµ b


, hoÆc ®¬n gi¶n lµ gãc gi÷a 

hai vect¬ a


 vµ b


. 

Trong tr−êng hîp cã Ýt nhÊt mét trong hai vect¬ a


 hoÆc b


 lµ vect¬ 0


 th× ta 

xem gãc gi÷a hai vect¬ ®ã lµ tuú ý (tõ 0
o
 ®Õn 180

o
).  

Râ rµng c¸ch x¸c ®Þnh gãc gi÷a hai vect¬ kh«ng phô thuéc vµo viÖc chän 

®iÓm O ; cho nªn gãc gi÷a hai vect¬ a


 vµ b


 ®−îc kÝ hiÖu lµ ( , ).a b


 

NÕu ( , )a b


  90
o th× ta nãi r»ng hai vect¬ a


 vµ b


 vu«ng gãc 

víi nhau, kÝ hiÖu lµ a b


. 

?1  Khi nµo gãc gi÷a hai vect¬ b»ng 0
o  ? B»ng 180

o  ?  

1 

Cho tam gi¸c ABC vu«ng t¹i A vµ cã  o50B   (h. 36).  

TÝnh c¸c gãc 

    ( , )BA BC
 

 ;  ( , )AB BC
 

 ; 

    ( , )CA CB
 

 ;  ( , )AC BC
 

 ; 

    ( , )AC CB
 

 ; ( , ).AC BA
 

                       H×nh 36
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2.  §Þnh nghÜa tÝch v« h−íng cña hai vect¬  

Trong VËt lÝ, ta cã kh¸i niÖm "c«ng 

sinh bëi mét lùc". 

Gi¶ sö mét lùc kh«ng ®æi F


 t¸c dông 

lªn mét vËt lµm cho vËt ®ã di chuyÓn 

tõ ®iÓm O ®Õn ®iÓm O' (h. 37). 

Khi ®ã lùc F


 ®· sinh ra mét c«ng A 
tÝnh theo c«ng thøc 

. cosA F OO' 
 

, 

trong ®ã F


 lµ c−êng ®é cña lùc F


 tÝnh b»ng Niut¬n (kÝ hiÖu lµ N), OO'


 

lµ ®é dµi vect¬ OO'


 tÝnh b»ng mÐt (kÝ hiÖu lµ m),  lµ gãc gi÷a hai vect¬ 

F


 vµ OO'


. C«ng A ®−îc tÝnh b»ng Jun (kÝ hiÖu lµ J). Nh− vËy J  N. m. 

Trong To¸n häc, gi¸ trÞ A trong biÓu thøc trªn (kh«ng kÓ ®¬n vÞ ®o) ®−îc 

gäi lµ tÝch v« h−íng cña hai vect¬ F


 vµ OO'


. 

TÝch v« h−íng cña hai vect¬ a


 vµ b


 lµ mét sè, kÝ hiÖu lµ 

a


. b


, ®−îc x¸c ®Þnh bëi 

 . . cos , .a b a b a b
    

 

VÝ dô 1. Cho tam gi¸c ®Òu ABC cã c¹nh a vµ träng 

t©m G (h. 38). TÝnh c¸c tÝch v« h−íng sau ®©y  

AB


. AC


 ;   AC


. CB


 ;   AG


. AB


 ; 

GB


. GC


 ;   BG


. GA


 ;    GA


. BC


. 

Gi¶i. Theo ®Þnh nghÜa, ta cã  

   AB


. AC


 o 21
. .cos60

2
a a a   ;             H×nh 38 

   AC


. CB


 o 21
. .cos120

2
a a a    ;  

   AG


. AB


   o 2 23 3 3 1
. . .cos30

3 3 2 2
a a a a  ;  
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   GB


. GC


  
3

3
a .

2
o3

cos120
3 6

a
a    ; 

   BG


. GA


  
3

3
a .

2
o3

cos60
3 6

a
a   ; 

   GA


. BC


  o3
. .cos90 0.

3
a a   

?2  Trong tr−êng hîp nµo th× tÝch v« h−íng cña hai vect¬ a


 vµ b


 b»ng 0 ?  

B×nh ph−¬ng v« h−íng  

Víi vect¬ a


 tuú ý, tÝch v« h−íng a


. a


 ®−îc kÝ hiÖu lµ 2( )a


 hay ®¬n gi¶n 

h¬n lµ 2a


 vµ gäi lµ b×nh ph−¬ng v« h−íng cña vect¬ a


. 

Tõ ®Þnh nghÜa cña tÝch v« h−íng ta cã 

22 o. .cos0 .a a a a 
   

 

VËy 

B×nh ph−¬ng v« h−íng cña mét vect¬ b»ng b×nh ph−¬ng ®é 

dµi cña vect¬ ®ã. 

 

 

HÐc-man Grat-x¬-man (Hermann Grassmann 

1808 - 1877), nhµ to¸n häc §øc, lµ cha ®Î cña tÝch 

v« h−íng cña hai vect¬ mµ «ng ®· kÝ hiÖu lµ .u v
 

.  

ChÝnh viÖc nghiªn cøu thuû triÒu dÉn «ng ®Õn c¸c 

kh¶o s¸t vÒ vect¬. 

 

3.  TÝnh chÊt cña tÝch v« h−íng 

?3  Víi hai sè thùc a vµ b, ta cã ab  ba. VËy víi hai vect¬ a


 vµ b


, ta cã tÝnh 

chÊt t−¬ng tù hay kh«ng ?  
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§Þnh lÝ 

Víi ba vect¬ a


, ,b


 c


 tuú ý vµ mäi sè thùc k, ta cã 

1) a


. b


  b


. a


       (tÝnh chÊt giao ho¸n) ; 

2) . 0a b 


  a b


 ; 

3) (k a


). b


  .( )a kb


  k( a


. b


) ;  

4) a


.( b


  c


)  a


. b


  a


. c


   (tÝnh chÊt ph©n phèi ®èi víi 

             phÐp céng) ; 

    a


.( b


  c


)  a


. b


  a


. c


   (tÝnh chÊt ph©n phèi ®èi víi 

             phÐp trõ). 

Ta cã thÓ dÔ dµng chøng minh ®−îc c¸c tÝnh chÊt 1, 2, 3. TÝnh chÊt 4 ®−îc 

thõa nhËn, kh«ng chøng minh. 

Dïng c¸c tÝnh chÊt cña tÝch v« h−íng, ta cã thÓ chøng minh c¸c hÖ thøc sau 

                2 2 2( )a + b = a + b + 2a.b
    

 ;      (1) 

       2 2 2( ) 2 .a b a b a b   
    

 ;      (2) 

       
222 2( ).( ) .a b a b a b a b     

      
    (3) 

Sau ®©y ta chøng minh hÖ thøc 3. Theo tÝnh chÊt ph©n phèi, ta cã 

222 2 2 2

( ).( ) .( ) .( )

. . .

a b a b a a b b a b

a a b b a b a b a b

     

       

        
          

2 
H·y chøng minh c¸c hÖ thøc (1) vµ (2). 

?4  Ta biÕt r»ng víi hai sè thùc bÊt k× a vµ b, lu«n cã 2 2 2( ) .ab a b  VËy víi 

hai vect¬ bÊt k× a


 vµ ,b


 ®¼ng thøc 2 2 2( . ) .a b a b
  

 cã ®óng kh«ng ? ViÕt 

thÕ nµo míi ®óng ? 

Bµi to¸n 1. Cho tø gi¸c ABCD. 

a) Chøng minh r»ng 

2 2 2 2 2 . .AB CD BC AD CA BD   
 
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b) Tõ c©u a), h·y chøng minh r»ng : §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó tø gi¸c cã 

hai ®−êng chÐo vu«ng gãc lµ tæng b×nh ph−¬ng c¸c cÆp c¹nh ®èi diÖn 

b»ng nhau. 

Gi¶i. (h. 39) 

a) Ta cã 

  2 2 2 2AB CD BC AD     

 2 2 2 2( ) ( )CB CA CD CB CD CA    
   

 

2 . 2 .CB CA CD CA  
   

 

2 .( ) 2 . .CA CD CB CA BD  
    

 

Tõ ®ã suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh. 

b) Tõ a) ta cã ngay : 

CA  BD  . 0CA BD 
 

  2 2 2 2.AB CD BC AD    

Bµi to¸n 2. Cho ®o¹n th¼ng AB cã ®é dµi 2a vµ sè k
2
. T×m tËp hîp c¸c 

®iÓm M sao cho 2. .MA MB k
 

 

Gi¶i. (h. 40) Gäi O lµ trung ®iÓm ®o¹n th¼ng AB, ta cã 

   .MA MB
 

  ( ).( )MO OA MO OB 
   

  

       ( ).( )MO OA MO OA  
   

 

       
2 2

MO OA 
 

  

        2 2 2 2.MO OA MO a           H×nh 40 

Do ®ã 

2.MA MB k
 

  2 2 2MO a k    2 2 2.MO k a   

VËy tËp hîp c¸c ®iÓm M lµ ®−êng trßn t©m O, b¸n kÝnh 2 2 .R k a   

Bµi to¸n 3. Cho hai vect¬ ,OA OB
 

. Gäi B' lµ h×nh chiÕu cña B trªn ®−êng 

th¼ng OA. Chøng minh r»ng 

. .OA OB OA OB'
   

.  

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 39 
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Chøng minh. NÕu  o90AOB   (h. 41a) th× 

  .OA OB 
 

 . .cosOA OB AOB  

    .OA OB'  

    o. .cos0OA OB'   

 . .OA OB'
 

  

Cßn nÕu  o90AOB   (h. 41b) th×        

   . . .cosOA OB OA OB AOB
 

 . .cosOA OB B'OB   

     o. . .cos180 . .OA OB' OA OB' OA OB'   
 

 

Vect¬ OB'


 gäi lµ h×nh chiÕu cña vect¬ OB


 trªn ®−êng th¼ng OA. 

C«ng thøc . .OA OB OA OB'
   

 gäi lµ c«ng thøc h×nh chiÕu. 

3 
H·y ph¸t biÓu b»ng lêi kÕt luËn cña Bµi to¸n 3.  

Bµi to¸n 4. Cho ®−êng trßn (O ; R) vµ ®iÓm M cè ®Þnh. Mét ®−êng th¼ng  
thay ®æi, lu«n ®i qua M, c¾t ®−êng trßn ®ã t¹i hai ®iÓm A vµ B. Chøng 

minh r»ng 

MA


. MB


  2MO   R
2
 . 

Chøng minh. (h. 42) VÏ ®−êng kÝnh BC cña ®−êng trßn (O ; R). Ta cã MA


 lµ 

h×nh chiÕu cña MC


 trªn ®−êng th¼ng MB. Theo c«ng thøc h×nh chiÕu, ta cã  

 

 

        

 

       

H×nh 42 

    MA


. MB


  MC


. MB


  ( MO


 OC


).( MO


 OB


)  

       ( MO


  OB


).( MO


  OB


)  
2 2

MO OB
 

  

            d
2
  R

2
 (víi d  MO). 

a)       b) 

H×nh 41 
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    Chó ý 

1) Gi¸ trÞ kh«ng ®æi MA


. 2 2MB d R 


 
nãi trong Bµi to¸n 4 gäi lµ 

ph−¬ng tÝch cña ®iÓm M ®èi víi ®−êng trßn (O) vµ kÝ hiÖu lµ P M/(O) 

      PM/(O)  MA


. MB


  d
2
  R

2   (d  MO). 

2) (h. 43) Khi ®iÓm M n»m ngoµi 

®−êng trßn (O), MT lµ tiÕp tuyÕn cña 

®−êng trßn ®ã (T lµ tiÕp ®iÓm), th× 

     PM/(O)  
2

MT


  MT
2
.       H×nh 43 

4. BiÓu thøc to¹ ®é cña tÝch v« h−íng 

4 

Trong hÖ to¹ ®é (O ; 
 
,i j ), cho ( ; )a x y


 vµ ( ' ; ')b x y


. TÝnh 

a) 
   2 2

, , .i j i j  ;    b) .a b


 ;    c) 
2a


 ;    d)  cos ,a

b . 

C¸c hÖ thøc quan träng  

Cho hai vect¬ ( ; )a x y


 vµ ( ' ; ')b x y


. Khi ®ã 

1) . ' ' ;a b xx yy 


 

2) 2 2a x y 


; 

3) 
2 2 2 2

' '
cos( , )

' '

xx yy
a b

x y x y




 


   0, 0a b 

 
. 

§Æc biÖt : a b


  xx'  yy'  0. 

5 

Cho hai vect¬ (1 ; 2)a 


 vµ ( 1 ; )b m 


. 

a) T×m m ®Ó a


 vµ b


 vu«ng gãc víi nhau. 

b) T×m ®é dµi cña a


 vµ b


. T×m m ®Ó a b


. 
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HÖ qu¶ 

Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é, kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®iÓm ( ; )M MM x y  

vµ ( ; )N NN x y  lµ 

  2 2( ) ( )N M N MMN MN x x y y    


. 

VÝ dô 2. Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é, cho hai ®iÓm M(2 ; 2) vµ N(4 ; 1). 

a) T×m trªn trôc Ox ®iÓm P c¸ch ®Òu hai ®iÓm M, N. 

b) TÝnh c«sin cña gãc MON. 

Gi¶i 

a) V× P thuéc trôc Ox nªn P cã to¹ ®é (p ; 0). Khi ®ã 

2 2 2 2 2 2( 2) 2 ( 4) 1 .MP NP MP NP p p          

Tõ ®ã ta ®−îc ph−¬ng tr×nh 12p  9, suy ra 
3

4
p  . VËy 

3
; 0 .

4
P

   
 

 

b) Ta cã ( 2 ; 2)OM  


 vµ (4 ; 1)ON 


. VËy 

 2.4 2.1 3
cos cos( , ) .

8 . 17 34
MON OM ON

 
   

 
 

C©u hái vµ bµi tËp 

4.  Trong tr−êng hîp nµo tÝch v« h−íng .a b


 cã gi¸ trÞ d−¬ng, cã gi¸ trÞ ©m, 

b»ng 0 ? 

5.  Cho tam gi¸c ABC. Tæng ( , ) ( , )AB BC BC CA 
   

( , )CA AB
 

 cã thÓ nhËn gi¸ 

trÞ nµo trong c¸c gi¸ trÞ sau : 90
o
 ; 180

o
 ; 270

o
 ; 360

o 
? 

6.  Cho tam gi¸c ABC vu«ng ë A vµ B   30
o
. TÝnh gi¸ trÞ cña c¸c biÓu thøc sau 

a) 
( , )

cos( , ) sin( , ) tan
2

AC CB
AB BC BA BC 

    
 ; 

b) sin( , ) cos( , )AB AC BC BA
   

  cos( , )CA BA
 

. 



 

 52 

7.  Cho bèn ®iÓm bÊt k× A, B, C, D. Chøng minh r»ng 

. . . 0DA BC DB CA DC AB  
     

. 

Tõ ®ã suy ra mét c¸ch chøng minh ®Þnh lÝ : "Ba ®−êng cao cña mét tam 

gi¸c ®ång quy". 

8.  Chøng minh r»ng ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó tam gi¸c ABC vu«ng t¹i A lµ 

.BA BC 
 

 AB
2
. 

9.  Cho tam gi¸c ABC víi ba ®−êng trung tuyÕn AD, BE, CF. Chøng minh r»ng 

 . .BC AD CA
  

. 0BE AB CF 
  

.  

10. Cho hai ®iÓm M, N n»m trªn ®−êng trßn ®−êng kÝnh AB  2R. Gäi I lµ giao 

®iÓm cña hai ®−êng th¼ng AM vµ BN. 

a) Chøng minh r»ng . .AM AI AB AI
   

 ; . .BN BI BA BI
   

. 

b) TÝnh . .AM AI BN BI
   

 theo R. 

11. Cho hai ®−êng th¼ng a vµ b c¾t nhau t¹i M. Trªn a cã hai ®iÓm A vµ B, trªn 

b cã hai ®iÓm C vµ D ®Òu kh¸c M sao cho .MA MB
 

  .MC MD
 

. Chøng 

minh r»ng bèn ®iÓm A, B, C, D cïng n»m trªn mét ®−êng trßn.  

12. Cho ®o¹n th¼ng AB cè ®Þnh, AB  2a vµ mét sè k
2
. T×m tËp hîp c¸c ®iÓm M 

sao cho MA
2
  MB

2
  k

2
. 

13. Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é, cho 
1

5
2

 


u i j  vµ 4v k i j 


. 

a) T×m c¸c gi¸ trÞ cña k ®Ó 
 
u v  ; 

b) T×m c¸c gi¸ trÞ cña k ®Ó 
 
u v . 

14. Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é, cho tam gi¸c ABC cã c¸c ®Ønh A(4 ; 1), B(2 ; 4), 

C(2 ; 2). 

a) TÝnh chu vi vµ diÖn tÝch cña tam gi¸c ®ã. 

b) T×m to¹ ®é cña träng t©m G, trùc t©m H vµ t©m I cña ®−êng trßn ngo¹i 

tiÕp tam gi¸c ABC. Tõ ®ã h·y kiÓm tra tÝnh chÊt th¼ng hµng cña ba ®iÓm 

I, G, H. 
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HÖ thøc l−îng trong tam gi¸c  

 

 

Ta biÕt r»ng mét tam gi¸c hoµn toµn ®−îc x¸c ®Þnh nÕu biÕt ba c¹nh, hoÆc hai 
c¹nh vµ gãc xen gi÷a, hoÆc mét c¹nh vµ hai gãc kÒ ; nghÜa lµ sè ®o c¸c c¹nh, 
c¸c gãc cßn l¹i cña tam gi¸c nµy hoµn toµn x¸c ®Þnh. Nh− vËy, gi÷a c¸c yÕu tè 
cña tam gi¸c cã nh÷ng mèi liªn hÖ nµo ®ã, mµ ta sÏ gäi chóng lµ c¸c hÖ thøc 
l−îng trong tam gi¸c. Trong môc nµy ta sÏ lµm quen víi mét sè hÖ thøc ®ã.  

1.  §Þnh lÝ c«sin trong tam gi¸c 

NÕu ABC lµ tam gi¸c vu«ng t¹i A (h. 44) th× theo 
®Þnh lÝ Py-ta-go ta cã 

    2 2 2BC AC AB    

hay   
2

BC


  
2

AC


  
2

AB


.     (*) 

Cã thÓ chøng minh ng¾n gän ®¼ng thøc (*) nh− sau     H×nh 44 

2 2 2 2 22( ) 2 . .BC AC AB AC AB AC AB AC AB      
        

 

?1  Trong chøng minh trªn, gi¶ thiÕt gãc A vu«ng ®−îc sö dông nh− thÕ nµo ? 

B©y giê ta h·y xÐt mét tam gi¸c ABC tuú ý.  

1 

H·y lµm t−¬ng tù nh− chøng minh trªn, råi ®Æt BC  a, CA  b, AB  c, ®Ó ®i ®Õn 
c«ng thøc 

2 2 2 2 cos .a b c bc A    

Nh− vËy ta ®−îc ®Þnh lÝ sau ®©y, gäi lµ ®Þnh lÝ c«sin trong tam gi¸c. 

§Þnh lÝ 

     Trong tam gi¸c ABC, víi BC  a, CA  b, AB  c, ta cã 

          2 2 2 2 cosa b c bc A    ; 

          2 2 2 2 cosb a c ac B    ; 

          2 2 2 2 cos .c a b ab C    

3 
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2  
Tõ ®Þnh lÝ trªn, h·y ph¸t biÓu b»ng lêi c«ng thøc tÝnh mét c¹nh cña tam gi¸c theo hai 

c¹nh cßn l¹i vµ c«sin cña gãc xen gi÷a hai c¹nh ®ã. 

?2  Khi ABC lµ tam gi¸c vu«ng, ch¼ng h¹n A   90
o
, ®Þnh lÝ c«sin trë thµnh 

®Þnh lÝ quen thuéc nµo ? 

3  

Tõ ®Þnh lÝ c«sin h·y viÕt c«ng thøc tÝnh gi¸ trÞ cos ,A  cos ,B  cosC  theo a, b, c. 

Tõ ho¹t ®éng nµy ta cã hÖ qu¶ sau ®©y trong tam gi¸c ABC 

HÖ qu¶ 

      
2 2 2

cos
2

b c a
A

bc

 
  ; 

      

2 2 2

cos
2

a c b
B

ac

 
  ; 

      
2 2 2

.cos
2

a b c
C

ab

 
  

VÝ dô 1. Hai chiÕc tµu thuû cïng xuÊt ph¸t tõ mét vÞ trÝ A, ®i th¼ng theo 

hai h−íng t¹o víi nhau gãc 60
o
. Tµu B ch¹y víi tèc ®é 20 h¶i lÝ mét giê. 

Tµu C ch¹y víi tèc ®é 15 h¶i lÝ mét giê. Sau 2 giê, hai tµu c¸ch nhau bao 

nhiªu h¶i lÝ ? (1 h¶i lÝ  1,852 km). 

Gi¶i. (h. 45) Sau 2 giê tµu B ®i ®−îc 40 h¶i lÝ, tµu C ®i ®−îc 30 h¶i lÝ. VËy 

tam gi¸c ABC cã AB  40, AC  30, A   60
o
.  

¸p dông ®Þnh lÝ c«sin vµo tam gi¸c ABC, ta cã 

  2 2 2 2 cosa b c bc A    

 2 2 o30 40 2.30.40.cos60    

   900  1600  1200  1300. 

VËy BC  1300   36 (h¶i lÝ). 

Sau 2 giê, hai tµu c¸ch nhau kho¶ng 36 h¶i lÝ.          H×nh 45 
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VÝ dô 2.  C¸c c¹nh cña tam gi¸c ABC lµ a  7, b  24, c  23. TÝnh gãc A.  

Gi¶i. (h. 46) Theo hÖ qu¶ cña ®Þnh lÝ c«sin ta cã 

  
2 2 2

cos
2

b c a
A

bc

 
   

  
2 2 224 23 7

2.24.23

 
  0,9565.        H×nh 46 

Tõ ®ã ta ®−îc A   16
o
58'.  

    Chó ý 

NÕu sö dông m¸y tÝnh bá tói (MTBT) ®Ó tÝnh gãc A khi biÕt 

cos A   0,9565, ta cã thÓ lµm nh− sau 

1) §èi víi MTBT CASIO fx-220 hoÆc fx-500A th× Ên 

0.9565 SHIFT  cos  SHIFT  , , , . KÕt qu¶ : A   16
o
58'. 

2) §èi víi MTBT CASIO fx-500MS th× Ên 

SHIFT  cos  0.9565   , , , . KÕt qu¶ : A   16
o
58'. 

Ngoµi ra, cã thÓ dïng mét sè lo¹i MTBT kh¸c ®Ó tÝnh to¸n, nh− 

CANON, SHARP hoÆc c¸c MTBT cã chøc n¨ng t−¬ng ®−¬ng. 

2. §Þnh lÝ sin trong tam gi¸c 

Cho tam gi¸c ABC cã BC  a, CA  b, AB  c 

néi tiÕp ®−êng trßn (O ; R). 

NÕu gãc A vu«ng (h. 47) th× a  2R vµ dÔ thÊy 

 2 sina R A ,  2 sinb R B , 2 sinc R C .  (1) 

B©y giê xÐt tr−êng hîp gãc A kh«ng vu«ng. Ta 

chøng minh c¸c c«ng thøc (1) vÉn ®óng. 

4 (§Ó chøng minh c¸c c«ng thøc (1)) 

Gäi (O ; R) lµ ®−êng trßn ngo¹i tiÕp tam gi¸c ABC, vÏ ®−êng kÝnh BA' cña ®−êng trßn. 

H·y chøng tá  sin sinBAC BA'C  trong c¶ hai tr−êng hîp : Gãc BAC lµ gãc nhän 

(h. 48a), lµ gãc tï (h. 48b). Tõ ®ã h·y kÕt thóc chøng minh. 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 47 
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a)           b) 

H×nh 48 

Tõ ®ã ta cã ®Þnh lÝ 

Víi mäi tam gi¸c ABC, ta cã 

sin

a

A
  

sin

b

B
  

sin

c

C
  2R, 

trong ®ã R lµ b¸n kÝnh ®−êng trßn ngo¹i tiÕp tam gi¸c ABC. 

VÝ dô 3. Tõ hai vÞ trÝ A vµ B cña mét toµ nhµ, ng−êi ta quan s¸t ®Ønh C 

cña ngän nói (h. 49). BiÕt r»ng ®é cao AB b»ng 70 m, ph−¬ng nh×n AC 

t¹o víi ph−¬ng n»m ngang gãc 30
o
, ph−¬ng nh×n BC t¹o víi ph−¬ng n»m 

ngang gãc 15
o
30'. Hái ngän nói ®ã cao bao nhiªu mÐt so víi mÆt ®Êt ? 

Gi¶i. (h. 49) Tõ gi¶ thiÕt, ta suy ra tam gi¸c ABC cã 

CAB   60
o
, ABC   105

o
30', c  70. 

C   180
o
   ( )A B   180

o
  165

o
30'  14

o
30'. 

Theo ®Þnh lÝ sin ta cã 

   
sin sin

b c

B C
 , 

hay  

 
o o

70
.

sin105 30' sin14 30'

b
  

Do ®ã  
o

o

70.sin105 30'

sin14 30'
AC b   269,4 (m).         

Gäi CH lµ kho¶ng c¸ch tõ C ®Õn mÆt ®Êt. Tam gi¸c vu«ng ACH cã c¹nh 

CH ®èi diÖn víi gãc 30
o
 nªn 

H×nh 49 
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CH  
2

AC
  

269, 4

2
  134,7 (m). 

VËy ngän nói cao kho¶ng 135 m. 

    Chó ý 

NÕu sö dông MTBT ®Ó tÝnh biÓu thøc 
o

o

70.sin105 30'

sin14 30'
b   th× ta cã 

thÓ lµm nh− sau 

1) §èi víi MTBT CASIO fx-220 hoÆc fx-500A th× Ên 

70   [(...  105 ,, ,  30 ,, ,  sin  ...)]    [(...  14 ,,,  30 ,,,  

sin  ...)]   . KÕt qu¶ : b   269,4. 

2) §èi víi MTBT CASIO fx-500MS th× Ên 

70   sin  105 ,, ,  30 ,, ,    sin  14 ,, ,  30 ,, ,   . 

KÕt qu¶ : b   269,4. 

VÝ dô 4. Cho tam gi¸c ABC cã a  4, b  5, c  6. Chøng minh r»ng 

sin 2sin sin 0.A B C    

Gi¶i. Gäi R lµ b¸n kÝnh cña ®−êng trßn ngo¹i tiÕp tam gi¸c ABC. 

Tõ ®Þnh lÝ sin, ta cã 

sin ,
2

a
A

R
     sin ,

2

b
B

R
    .sin

2

c
C

R
  

VËy    
1 1

sin 2sin sin ( 2 ) (4 10 6) 0.
2 2

A B C a b c
R R

          

 

 

§Þnh lÝ c«sin trong tam gi¸c cßn ®−îc gäi lµ ®Þnh lÝ 

An Ka-si (AL Kashi)  tªn cña nhµ thiªn v¨n häc vµ 

to¸n häc Trung ¸, mét trong nh÷ng nhµ b¸c häc lín 

cuèi cïng cña tr−êng ph¸i Xa-m¸c-kan (Samarkand) 

®Çu thÕ kØ XV. 

 

 

  AL Kashi 
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3.  Tæng b×nh ph−¬ng hai c¹nh vμ ®é dμi ®−êng trung tuyÕn cña tam gi¸c  

Bµi to¸n 1. Cho ba ®iÓm A, B, C, trong ®ã BC  a > 0. 

Gäi I lµ trung ®iÓm cña BC, biÕt AI  m (h. 50). H·y 

tÝnh 2 2AB AC  theo a vµ m. 

?3  NÕu 
2

a
m   th× cã thÓ thÊy ngay 2 2AB AC  b»ng 

bao nhiªu hay kh«ng ? 

5 (§Ó gi¶i Bµi to¸n 1) 

H·y viÕt ,AB AI IB 
  

 AC AI IC 
  

 råi tÝnh 
2 2

AB AC
 

 ®Ó ®i ®Õn kÕt qu¶ 

2
2 2 22 .

2

a
AB AC m    

Bµi to¸n 2. Cho hai ®iÓm ph©n biÖt P, Q. T×m tËp 

hîp c¸c ®iÓm M sao cho 2 2 2,MP MQ k   trong ®ã 

k lµ sè cho tr−íc. 

H−íng dÉn. (h. 51) Gäi I lµ trung ®iÓm cña PQ vµ 

®Æt PQ  a. Theo Bµi to¸n 1, ta cã 

2
2 2 22 .

2

a
MP MQ MI    

VËy 2 2 2MP MQ k   khi vµ chØ khi 
2

2 22
2

a
MI k   hay 

           
2 2

2

2 4

k a
MI   .         (*) 

6  

Tõ (*) h·y suy ra lêi gi¶i cña Bµi to¸n 2. 

Bµi to¸n 3. Cho tam gi¸c ABC. Gäi ma, mb, mc lµ ®é dµi c¸c ®−êng trung 

tuyÕn lÇn l−ît øng víi c¸c c¹nh BC  a, CA  b, AB  c. Chøng minh c¸c 
c«ng thøc sau ®©y, gäi lµ c«ng thøc trung tuyÕn 

2 2 2
2

2 4
a

b c a
m


   ;   

2 2 2
2

2 4
b

a c b
m


   ;   

2 2 2
2 .

2 4
c

a b c
m


   

Gi¶i. Tõ kÕt qu¶ cña Bµi to¸n 1, ta suy ra ngay c¸c c«ng thøc cÇn chøng minh. 

 

 

 

 

 

 

H×nh 50 

 

 

 

 

 

 

H×nh 51 
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4.  DiÖn tÝch tam gi¸c 

Víi tam gi¸c ABC, ta kÝ hiÖu ha, hb, hc lµ ®é dµi c¸c ®−êng cao lÇn l−ît 

øng víi c¸c c¹nh BC, CA, AB ; R, r lÇn l−ît lµ b¸n kÝnh ®−êng trßn ngo¹i 

tiÕp, néi tiÕp tam gi¸c ; p  
2

a b c 
 lµ nöa chu vi tam gi¸c. 

Ta cã thÓ tÝnh diÖn tÝch S cña tam gi¸c ABC b»ng c¸c c«ng thøc sau ®©y 

  
1 1 1

2 2 2
a b cS a h b h c h    ;                         (1)  

  
1 1 1

sin sin sin
2 2 2

S ab C ac B bc A    ;           (2) 

  
4

abc
S

R
  ;                                                         (3)  

   S  pr ;                 (4)  

  ( )( )( )S p p a p b p c    .                           (5)  

(C«ng thøc (5) gäi lµ c«ng thøc Hª-r«ng). 

7 (h. 52)  

H·y tÝnh ha trong tam gi¸c AHB theo c¹nh c vµ gãc B, råi thay vµo c«ng thøc 

1

2
aS ah  ®Ó ®−îc c«ng thøc (2) (chó ý xÐt c¶ hai tr−êng hîp H n»m trong, H n»m 

ngoµi ®o¹n BC).  

 

 

 

 

 

H×nh 52 

8  

Tõ c«ng thøc (2) vµ ®Þnh lÝ sin, h·y suy ra c«ng thøc (3). 
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9 (h. 53) 

Gäi (O ; r) lµ ®−êng trßn néi tiÕp tam gi¸c 

ABC. §Ó ý r»ng S lµ tæng diÖn tÝch c¸c tam 

gi¸c OBC, OCA, OAB. H·y ¸p dông c«ng 

thøc (1) ®Ó suy ra c«ng thøc (4). 

 Chøng minh c«ng thøc Hª-r«ng  

Ta cã    
1

sin
2

S bc A , suy ra 

   2 2 2 21
(1 s )

4
S b c co A   

    
2 2 2 2

2 2

2 2

1 ( )
1

4 4

b c a
b c

b c

  
  

  
        

         2 2 2 2 2 21
(2 )(2 )

16
bc b c a bc b c a       

         2 2 2 21
( ) ) ( )

16
b c a a b c           

        . . .
2 2 2 2

b c a b c a a b c a b c       
 

         p(p  a)(p  b)(p  c). 

VËy    ( )( )( ).S p p a p b p c     

 Ng−êi ta gäi tam gi¸c cã ®é dµi c¸c c¹nh lµ ba sè nguyªn liªn tiÕp vµ cã 

diÖn tÝch b»ng mét sè nguyªn lµ tam gi¸c Hª-r«ng. C¸c tam gi¸c cã ®é dµi 

c¸c c¹nh nh− sau 

3 ; 4 ; 5,  

13 ; 14 ; 15,  

51 ; 52 ; 53, 

.................. 

lµ nh÷ng tam gi¸c Hª-r«ng. 

10  

H·y tÝnh diÖn tÝch cña ba tam gi¸c Hª-r«ng ë trªn. 

H×nh 53 
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5.  Gi¶i tam gi¸c vμ øng dông thùc tÕ  

Gi¶i tam gi¸c lµ tÝnh c¸c c¹nh vµ c¸c gãc cña tam gi¸c dùa trªn mét sè 

®iÒu kiÖn cho tr−íc. 

VÝ dô 5. Cho tam gi¸c ABC. BiÕt a 17,4 ; B   44
o
30' ; C   64

o
. TÝnh 

gãc A vµ c¸c c¹nh b, c cña tam gi¸c ®ã. 

Gi¶i. (h. 54) 

Ta cã 

     A   180
o   ( )B C  

       180
o
  (44

o
30'  64

o
)  71

o
30'. 

Theo ®Þnh lÝ sin ta cã              H×nh 54 

    b  
.sin

sin

a B

A
  

o

o

17,4.sin 44 30'

sin 71 30'
  12,9 

    c  
.sin

sin

a C

A
  

o

o

17,4.sin64

sin 71 30'
  16,5.        

VÝ dô 6. Cho tam gi¸c ABC. BiÕt a  49,4 ; 

b  26,4 ; C   47
o
20'. TÝnh hai gãc A, B vµ 

c¹nh c. 

Gi¶i. (h. 55)                 H×nh 55 

Theo ®Þnh lÝ c«sin ta cã           

2 2 2 2 2 o2 cos (49,4) (26,4) 2.49,4.26,4.cos 47 20'c a b ab C       

               1369,58. 

VËy c  1369,58   37,0. 

  
2 2 2

cos
2

b c a
A

bc

 
   

696,96 1369,58 2440,36

2.26,4.37

 
   0,1913. 

Dïng b¶ng sè hoÆc MTBT, t×m ®−îc A   101
o
2'. Tõ ®ã 

B   180
o
  (101

o
2'  47

o
20')  31

o
38'. 
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VÝ dô 7. Cho tam gi¸c ABC. BiÕt a  24 ; b  13 ; c  15. TÝnh c¸c gãc 

A, B, C. 

Gi¶i. (h. 56) 

Theo hÖ qu¶ cña ®Þnh lÝ c«sin, ta cã 

   
2 2 2

cos
2

b c a
A

bc

 
             H×nh 56 

  
169 225 576 7

0,4667.
2.13.15 15

 
     

VËy     A   117
o
49'. 

V×      
sin sin

a b

A B
   nªn  

   
.sin

sin
b A

B
a

   
o13.sin117 49'

24
  

o13.sin62 11'

24
  0,4791. 

V× c¹nh AC ng¾n nhÊt nªn gãc B nhän. Suy ra 

B   28
o
38' ; C   180

o
  (117

o
49'  28

o
38')  33

o
33'. 

VÝ dô 8. §−êng d©y cao thÕ nèi th¼ng tõ 

vÞ trÝ A ®Õn vÞ trÝ B dµi 10 km, tõ vÞ trÝ A 

®Õn vÞ trÝ C dµi 8 km, gãc t¹o bëi hai 

®−êng d©y trªn b»ng 75
o
. TÝnh kho¶ng 

c¸ch tõ vÞ trÝ B ®Õn vÞ trÝ C (h. 57). 

Gi¶i.  ¸p dông ®Þnh lÝ c«sin vµo tam gi¸c 

ABC, ta cã 

        2 2 2 2 .cosa b c bc A            
H×nh 57

 

       2 2 o8 10 2.8.10.cos75 123.     

Suy ra      a  11 (km). 

VËy kho¶ng c¸ch tõ B ®Õn C xÊp xØ 11 km. 
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VÝ dô 9. (h. 58) Mét ng−êi ngåi trªn tµu 

ho¶ ®i tõ ga A ®Õn ga B. Khi tµu ®ç ë ga A, 

qua èng nhßm ng−êi ®ã nh×n thÊy mét 

th¸p C. H−íng nh×n tõ ng−êi ®ã ®Õn th¸p 

t¹o víi h−íng ®i cña tµu mét gãc 60
o
. Khi 

tµu ®ç ë ga B, ng−êi ®ã nh×n l¹i vÉn thÊy 

th¸p C, h−íng nh×n tõ ng−êi ®ã ®Õn th¸p 

t¹o víi h−íng ng−îc víi h−íng ®i cña tµu 

mét gãc 45
o
. BiÕt r»ng ®o¹n ®−êng tµu nèi th¼ng ga A víi ga B dµi 8 km. 

Hái kho¶ng c¸ch tõ ga A ®Õn th¸p C lµ bao nhiªu ? 

Gi¶i. XÐt tam gi¸c ABC. Ta cã 

C   180
o  (60

o  45
o
)  75

o
. 

¸p dông ®Þnh lÝ sin vµo tam gi¸c ABC, ta ®−îc 
sin sin

b c

B C
 . 

Suy ra 
o

o

sin45
8.

sin 75
b    6 (km). 

VËy kho¶ng c¸ch tõ ga A ®Õn th¸p C xÊp xØ 6 km. 

 

 

Em cã  b iÕ t  ?  

g i ¶ i  t am  g i ¸ c  v μ  m Ð t  m É u  

Ngay sau C¸ch m¹ng 1789 ë Ph¸p, ng−êi ta quyÕt ®Þnh x©y dùng mét hÖ ®o 
l−êng phæ cËp, trong ®ã cã ®o ®é dµi. 

VÒ ®é dµi, ng−êi ta lÊy ®é dµi vßng kinh tuyÕn cña Tr¸i §Êt lµm c¬ së ("d−íi ch©n mçi 

ng−êi ®Òu cã kinh tuyÕn"). Ng−êi ta coi vßng kinh tuyÕn Tr¸i §Êt dµi 40000 km, tøc 

 74 10  mÐt, vËy mét mÐt lµ 
7

1

10
 cña mét phÇn t− ®é dµi vßng kinh tuyÕn. B»ng 

c¸ch nµo cã ®−îc mét mÐt ®Ó lµm mÉu ? 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 58 



 64 

C¸c nhµ thiªn v¨n Pi-e Mª-sanh (Pierre 

MÐchain) vµ Gi¨ng §ê-lam-br¬ (Jean 

Delambre) ®−îc giao nhiÖm vô ®o ®é dµi 

cung kinh tuyÕn nèi hai thµnh phè §¬n-kec 

(Dunkerque ë B¾c Ph¸p) vµ B¸c-x¬-lo-na 

(Barcelona, T©y Ban Nha). C¸c ph−¬ng 

ph¸p thiªn v¨n thêi ®ã ®· cho biÕt hai 

thµnh phè ®ã cã cïng kinh ®é vµ cã vÜ ®é 

kh¸c nhau 10,8 ®é. 

Trªn mÆt ®Êt, viÖc ®o gãc dÔ h¬n ®o ®é dµi 

nªn ng−êi ta xÐt d·y tam gi¸c s¾p xÕp kÒ 

nhau däc theo kinh tuyÕn ®i qua hai thµnh 

phè nãi trªn (mçi tam gi¸c cã ®Ønh lµ c¸c ®Þa 

®iÓm dÔ x¸c ®Þnh vÞ trÝ nh− ®Ønh l©u ®µi, nãc 

nhµ thê v.v...). Trong 7 n¨m lao ®éng kiªn 

nhÉn miÖt mµi, Mª-sanh, §ê-lam-br¬ dïng 

kho¶ng 500000 phÐp ®o ®Ó gi¶i hµng tr¨m 

tam gi¸c s¾p xÕp nh− thÕ. Sau ®ã, qua 

nhiÒu th¸ng kiÓm nghiÖm ®o ®¹c, tÝnh to¸n 

bëi mét héi ®ång gåm nhiÒu nhµ b¸c häc 

tªn tuæi (trong ®ã cã c¸c nhµ to¸n häc 

Ph¸p La-pla-x¬ (Laplace), L¬-gi¨ng-®r¬ 

(Legendre), La-gr¨ng-gi¬ (Lagrange) v.v...), 

kÕt qu¶ cuèi cïng ®· ®−îc c«ng nhËn vµo 

n¨m 1799 vµ ®· cã mÉu mét mÐt b»ng 

b¹ch kim ®Æt t¹i ViÖn ®o l−êng Pa-ri (Paris) 

(mÉu mét mÐt "cho mäi thêi ®¹i", "cho mäi 

d©n téc"). 

Ngµy nay, dïng c¸c ph−¬ng ph¸p cña 

VËt lÝ hiÖn ®¹i, ta cã thÓ x¸c ®Þnh ®¬n vÞ ®o 

®é dµi chÝnh x¸c h¬n nhiÒu. 

C©u hái vµ bµi tËp 

15. Tam gi¸c ABC cã a  12, b  13, c  15. TÝnh cos A  vµ gãc A. 

16. Cho tam gi¸c ABC cã AB  5, AC  8, A   60
o
. KÕt qu¶ nµo trong c¸c kÕt 

qu¶ sau lµ ®é dµi c¹nh BC ? 

a) 129   ;            b) 7 ; 

c) 49 ;              d) 69.   
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17. H×nh 59 vÏ mét hå n−íc n»m ë 

gãc t¹o bëi hai con ®−êng. Bèn 

b¹n An, C−êng, TrÝ, §øc dù ®o¸n 

kho¶ng c¸ch tõ B ®Õn C nh− sau 

An :   5 km  

C−êng :  6 km    

TrÝ :   7 km   

§øc :   5,5 km. 

BiÕt r»ng kho¶ng c¸ch tõ A ®Õn B lµ 3 km, kho¶ng c¸ch tõ A ®Õn C lµ 4 km, 

gãc BAC lµ 120
o
.  

Hái dù ®o¸n cña b¹n nµo s¸t víi thùc tÕ nhÊt ?  

18. Cho tam gi¸c ABC. Chøng minh c¸c kh¼ng ®Þnh sau  

a) Gãc A nhän khi vµ chØ khi a
2
 < b

2
  c

2 
; 

b) Gãc A tï khi vµ chØ khi a
2
 > b

2
  c

2
 ; 

c) Gãc A vu«ng khi vµ chØ khi a
2
  b

2
  c

2
. 

19. Tam gi¸c ABC cã  o60A  ,  o45 ,B   b  4. TÝnh hai c¹nh a vµ c. 

20. Cho tam gi¸c ABC cã  o60 ,A   a  6. TÝnh b¸n 

kÝnh ®−êng trßn ngo¹i tiÕp tam gi¸c. 

21. Chøng minh r»ng nÕu ba gãc cña tam gi¸c ABC 

tho¶ m·n hÖ thøc sin 2sin .cosA B C  th× ABC 

lµ tam gi¸c c©n. 

22. H×nh 60 vÏ mét chiÕc tµu thuû ®ang neo ®Ëu ë vÞ 

trÝ C trªn biÓn vµ hai ng−êi ë c¸c vÞ trÝ quan s¸t 

A vµ B c¸ch nhau 500 m. Hä ®o ®−îc gãc CAB 

b»ng 87
o 

vµ gãc CBA b»ng 62
o
.  

TÝnh c¸c kho¶ng c¸ch AC vµ BC. 

23. Gäi H lµ trùc t©m cña tam gi¸c kh«ng vu«ng ABC. Chøng minh r»ng b¸n kÝnh 

c¸c ®−êng trßn ngo¹i tiÕp c¸c tam gi¸c ABC, HBC, HCA, HAB b»ng nhau. 

H×nh 59 
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24. Tam gi¸c ABC cã a  7, b  8, c  6. TÝnh ma. 

25. Tam gi¸c ABC cã a  5, b  4, c  3. LÊy ®iÓm D ®èi xøng víi B qua C. 

TÝnh ®é dµi AD.  

26. Cho h×nh b×nh hµnh ABCD cã AB  4, BC  5, BD  7. TÝnh AC. 

27. Chøng minh r»ng trong mét h×nh b×nh hµnh, tæng b×nh ph−¬ng c¸c c¹nh 

b»ng tæng b×nh ph−¬ng cña hai ®−êng chÐo. 

28. Chøng minh r»ng tam gi¸c ABC vu«ng ë A khi vµ chØ khi 2 2 25 .a b cm m m   

29. Tam gi¸c ABC cã b  6,12 ; c  5,35 ; A   84
o
. TÝnh diÖn tÝch tam gi¸c ®ã.  

30. Cho tø gi¸c ABCD. Gäi M, N lÇn l−ît lµ trung ®iÓm cña AC vµ BD. Chøng 

minh r»ng 

2 2 2 2 2 2 24AB BC CD DA AC BD MN      . 

31. Gäi S lµ diÖn tÝch vµ R lµ b¸n kÝnh ®−êng trßn ngo¹i tiÕp tam gi¸c ABC. 

Chøng minh r»ng 

22 sin sin sin .S R A B C  

32. Chøng minh r»ng diÖn tÝch cña mét tø gi¸c b»ng nöa tÝch hai ®−êng chÐo 

vµ sin cña gãc hîp bëi hai ®−êng chÐo ®ã. 

33. Gi¶i tam gi¸c ABC, biÕt 

a) c  14, A   60
o
, B   40

o
 ;     b) b  4,5, A   30

o
, C   75

o
 ; 

c) c  35, A   40
o
, C   120

o
 ;    d) a  137,5, B   83

o
, C   57

o
. 

34. Gi¶i tam gi¸c ABC, biÕt          

a) a  6,3, b  6,3, C   54
o
 ;     b) b  32, c  45, A   87

o
 ; 

c) a  7, b  23, C   130
o
. 

35. Gi¶i tam gi¸c ABC, biÕt 

a) a  14, b  18, c  20 ;      b) a  6, b  7,3, c  4,8 ;  

c) a  4, b  5, c  7. 

36. BiÕt hai lùc cïng t¸c dông vµo mét vËt vµ t¹o víi nhau gãc 40
o
. C−êng ®é 

cña hai lùc ®ã lµ 3N vµ 4N. TÝnh c−êng ®é cña lùc tæng hîp. 
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37. Tõ vÞ trÝ A ng−êi ta quan s¸t mét c©y cao (h. 61). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 61 

BiÕt AH  4 m, HB  20 m, BAC   45
o
. TÝnh chiÒu cao cña c©y. 

38. Trªn nãc mét toµ nhµ cã mét cét ¨ng-ten cao 5 m. Tõ vÞ trÝ quan s¸t A 

cao 7 m so víi mÆt ®Êt, cã thÓ nh×n thÊy ®Ønh B vµ ch©n C cña cét ¨ng-ten d−íi 

gãc 50
o
 vµ 40

o
 so víi ph−¬ng n»m ngang. TÝnh chiÒu cao cña toµ nhµ (h. 62). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 62 
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¤n tËp ch−¬ng II 

I - Tãm t¾t nh÷ng kiÕn thøc cÇn nhí 

1. Gi¸ trÞ l−îng gi¸c cña mét gãc 

 Víi mçi gãc   o o(0 180 ) , ta x¸c ®Þnh ®iÓm M trªn nöa ®−êng trßn 

®¬n vÞ sao cho  = .MOx   Gi¶ sö ®iÓm M cã to¹ ®é (x ; y). Khi ®ã 

sin ,y              cos ,x   

sin
tan

cos




  (cos 0),         
cos

cot
sin




  (sin 0).   

 Hai gãc bï nhau cã sin b»ng nhau ; cßn c«sin, tang, c«tang cña chóng 

®èi nhau. 

2. TÝch v« h−íng cña hai vect¬ 

 TÝch v« h−íng cña hai vect¬ a


 vµ b


 lµ 

. . . cos( , ).a b a b a b
    



 C¸c tÝnh chÊt  

1) a


. b


  b


. a


 ; 

2) (k a


). b


  k( a


. b


) ; 

3) a


. ( b


  c


)  a


. b


  a


. c


 ; 

4) a


  b


  a


. b


  0 ; 

5) 
22 .a a

 
 

 BiÓu thøc to¹ ®é cña tÝch v« h−íng vµ kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®iÓm 

    1) NÕu ( ; )a x y


,  ( ; )b x' y'


 th× 

 .a b xx' yy'


 ; 

   2) NÕu ( ; )M MM x y , ( ; )N NN x y  th× 

2 2( ) ( )N M N MMN x x y y    . 

3. §Þnh lÝ c«sin trong tam gi¸c 
2 2 2 2 cos .a b c bc A    
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4. §Þnh lÝ sin trong tam gi¸c 

 
sin

a

A
  

sin

b

B
  

sin

c

C
  2R. 

5. C«ng thøc trung tuyÕn cña tam gi¸c 

 m 2
a   

2 2

2

b c
  

2

.
4

a
 

6. C¸c c«ng thøc tÝnh diÖn tÝch tam gi¸c 

S  
1

2
aha  

1
sin

2
ab C   

4

abc

R
  pr  ( )( )( ).p p a p b p c    

II - C©u hái tù kiÓm tra 

1. Ph¸t biÓu ®Þnh nghÜa tÝch v« h−íng cña hai vect¬. Khi nµo th× tÝch v« 

h−íng cña hai vect¬ lµ sè d−¬ng, lµ sè ©m, b»ng 0 ? 

2. §Ó gi¶i tam gi¸c ta th−êng dïng ®Þnh lÝ c«sin trong nh÷ng tr−êng hîp nµo ? 

Dïng ®Þnh lÝ sin trong nh÷ng tr−êng hîp nµo ? 

3. Cho biÕt ®é dµi ba c¹nh cña tam gi¸c. Lµm thÕ nµo ®Ó tÝnh 

a) C¸c gãc cña tam gi¸c ? 

b) C¸c ®−êng cao cña tam gi¸c ? 

c) B¸n kÝnh ®−êng trßn ngo¹i tiÕp vµ néi tiÕp tam gi¸c ? 

d) DiÖn tÝch tam gi¸c ? 

4. Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é, biÕt to¹ ®é ba ®Ønh cña tam gi¸c, lµm thÕ nµo ®Ó 

t×m chu vi, diÖn tÝch, to¹ ®é trùc t©m, t©m ®−êng trßn ngo¹i tiÕp tam gi¸c ? 

III - Bμi tËp 

1. Chøng minh c¸c c«ng thøc sau 

a)  2 221
.

2
a b a b a b   
    

 ;   b)  2 21
. .

4
a b a b a b   
    

 

2. Gäi G lµ träng t©m tam gi¸c ABC.  

a) Chøng minh r»ng víi mäi ®iÓm M, ta lu«n cã 

MA
2
  MB

2
  MC

2  3MG
2
  GA

2
  GB

2
  GC

2
. 
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b) T×m tËp hîp c¸c ®iÓm M sao cho MA
2
  MB

2
  MC

2
  k

2
, trong ®ã k lµ 

mét sè cho tr−íc. 

3. Cho h×nh b×nh hµnh ABCD. T×m tËp hîp c¸c ®iÓm M sao cho 

                       MA
2
  MB

2
  MC

2
  MD

2
  k

2
, 

trong ®ã k lµ mét sè cho tr−íc. 

4. Trªn h×nh 63 cã vÏ hai tam gi¸c vu«ng c©n 

ABC vµ AB'C' cã chung ®Ønh A. Gäi I vµ J 

lÇn l−ît lµ trung ®iÓm cña hai ®o¹n th¼ng 

BB' vµ CC'. Chøng minh r»ng 

a) AI  CC', AJ  BB' ; 

b) BC'  B'C. 

5. Cho h×nh vu«ng ABCD c¹nh a. Gäi N lµ trung 

®iÓm cña CD, M lµ ®iÓm trªn AC sao cho 

1
.

4
AM AC  

a) TÝnh c¸c c¹nh cña tam gi¸c BMN. 

b) Cã nhËn xÐt g× vÒ tam gi¸c BMN ? TÝnh diÖn tÝch tam gi¸c ®ã. 

c) Gäi I lµ giao ®iÓm cña BN vµ AC. TÝnh CI. 

d) TÝnh b¸n kÝnh ®−êng trßn ngo¹i tiÕp tam gi¸c BDN. 

6. Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é, cho (4 ; 1)e 


 vµ (1 ; 4)f 


. 

a) T×m gãc gi÷a c¸c vect¬ 

e  vµ f


. 

b) T×m m ®Ó vect¬  
 

a e m f  vu«ng gãc víi trôc hoµnh. 

c) T×m n ®Ó vect¬  
 
b ne f  t¹o víi vect¬ 

 
i j  mét gãc o45 . 

7. Cho tam gi¸c ABC. Chøng minh r»ng ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó hai trung 

tuyÕn kÎ tõ B vµ C vu«ng gãc víi nhau lµ 

2 2 25 .b c a   

8. Trong c¸c tam gi¸c cã hai c¹nh lµ a vµ b, t×m tam gi¸c cã diÖn tÝch lín nhÊt.  

9. Cho tam gi¸c ABC cã a  12, b  16, c  20. TÝnh diÖn tÝch S, chiÒu cao ha, 

c¸c b¸n kÝnh R, r cña ®−êng trßn ngo¹i tiÕp, néi tiÕp tam gi¸c ®ã. 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 63 
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10. Cho tam gi¸c ABC. Chøng minh r»ng 

a) 
2 2 2

cot
4

b c a
A

S

 
  (S lµ diÖn tÝch tam gi¸c ABC) ; 

b) 
2 2 2

.cot cot cot
4

a b c
A B C

S

 
    

11. Cho hai ®−êng trßn (O ; R) vµ (O' ; R') c¾t nhau t¹i hai ®iÓm A vµ B. Trªn 

®−êng th¼ng AB, lÊy ®iÓm C ë ngoµi hai ®−êng trßn vµ kÎ hai tiÕp tuyÕn CE, 

CF ®Õn hai ®−êng trßn ®ã (E, F lµ c¸c tiÕp ®iÓm). Chøng minh r»ng CE  CF. 

12. Cho ®−êng trßn (O ; R) vµ mét ®iÓm P cè ®Þnh ë bªn trong ®−êng trßn ®ã. 

Hai d©y cung thay ®æi AB vµ CD lu«n ®i qua P vµ vu«ng gãc víi nhau.  

a) Chøng minh r»ng AB
2  CD

2
 kh«ng ®æi. 

b) Chøng minh r»ng PA
2  PB

2
  PC

2  PD
2
 kh«ng phô thuéc vµo vÞ trÝ 

cña ®iÓm P. 

IV - Bμi tËp tr¾c nghiÖm 

1. Gi¸ trÞ o ocos 45 sin 45  b»ng bao nhiªu ? 

(A) 1 ;      (B) 2  ;    (C) 3  ;     (D) 0. 

2. Trong c¸c ®¼ng thøc sau, ®¼ng thøc nµo ®óng ? 

(A) osin(180 ) cos     ;     (B) osin(180 ) sin     ; 

(C) osin(180 ) sin        D) osin(180 ) cos .    

3. Trong c¸c ®¼ng thøc sau, ®¼ng thøc nµo sai ? 

(A) o osin0 cos0 0   ;      (B) o osin 90 cos90 1   ; 

(C) o osin180 cos180 1    ;    (D) o o 3 1
.sin60 cos60

2


   

4. Trong c¸c hÖ thøc sau, hÖ thøc nµo kh«ng ®óng ? 

(A) 2(sin cos ) 1 2sin cos       ; 

(B) 2(sin cos ) 1 2sin cos       ; 
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(C) 4 4 2 2cos sin cos sin       ; 

(D) 4 4cos sin 1.    

5. Cho O lµ t©m ®−êng trßn ngo¹i tiÕp tam gi¸c ®Òu MNP. Gãc nµo sau ®©y 

b»ng 120
o
 ?   

(A) ( , )MN NP
 

 ;         (B) ( , )MO ON
 

 ; 

(C) ( , )MN OP
 

 ;         (D) ( , )MN MP
 

. 

6. Cho M, N, P, Q lµ bèn ®iÓm tuú ý. Trong c¸c hÖ thøc sau, hÖ thøc nµo sai ?  

(A) .( ) . .MN NP PQ MN NP MN PQ  
      

 ; 

(B) . .MP MN MN MP 
   

 ; 

(C) . .MN PQ PQ MN
   

 ; 

(D) 2 2( ).( ) .MN PQ MN PQ MN PQ   
   

 

7. Trong c¸c hÖ thøc sau, hÖ thøc nµo ®óng ? 

(A) . .
  

a b a b  ;        (B) 2 
 
a a  ; 

(C) 2 
 
a a  ;          (D) . 

 
a a  

8. Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é, cho 

a   (3 ; 4), b


  (4 ; 3). KÕt luËn nµo sau 

®©y lµ sai ? 

(A) . 0


a b  ;          (B) 


a b  ; 

(C) . 0


a b  ;          (D) . 0.


a b  

9. Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é, cho 

a   (9 ; 3). Vect¬ nµo sau ®©y kh«ng vu«ng 

gãc víi vect¬ 

a  ? 

(A) 

v (1 ; 3) ;          (B) 


v (2 ; 6) ; 

(C) 

v (1 ; 3) ;          (D) 


v ( 1 ; 3). 

10. Tam gi¸c ABC cã a  14, b  18, c  20. KÕt qu¶ nµo sau ®©y lµ gÇn ®óng nhÊt ? 

(A) B   42
o
50'  ;         (B) B   60

o
56' ; 

(C) B   119
o
04' ;         (D) B   90

o
. 
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11. NÕu tam gi¸c MNP cã MP  5, PN  8 vµ MPN   120
o
 th× ®é dµi c¹nh 

MN (lµm trßn ®Õn ch÷ sè thËp ph©n thø nhÊt) lµ 

(A) 11,4 ;            (B) 12,4 ; 

(C) 7,0 ;            (D) 12,0.  

12. Cho tam gi¸c MPQ vu«ng t¹i P. Trªn c¹nh MQ lÊy hai ®iÓm E, F sao cho 

c¸c gãc MPE, EPF, FPQ b»ng nhau.   

§Æt MP  q, PQ  m, PE  x, PF  y (h. 64). 

Trong c¸c hÖ thøc sau, hÖ thøc nµo ®óng ? 

(A) ME   EF  FQ ; 

(B) ME
2
  q

2
  x

2
  xq ; 

(C) MF
2
  q

2  y
2  yq ; 

(D) MQ
2
  q

2  m
2  2qm.              H×nh 64 

13. Tam gi¸c ABC cã BC  10,  o30A  . B¸n kÝnh ®−êng trßn ngo¹i tiÕp tam 

gi¸c ABC b»ng bao nhiªu ? 

(A) 5 ;             (B) 10 ; 

(C) 
10

3
 ;            (D) 10 3 . 

14. Tam gi¸c víi ba c¹nh lµ 5, 12 vµ 13 cã diÖn tÝch b»ng bao nhiªu ? 

(A) 30 ;            (B) 20 2  ; 

(C) 10 3  ;           (D) 20. 

15. Tam gi¸c ABC cã ba c¹nh lµ 6, 10, 8. B¸n kÝnh ®−êng trßn néi tiÕp tam 

gi¸c ®ã b»ng bao nhiªu ? 

(A) 3  ;            (B) 4 ; 

(C) 2 ;             (D) 1. 

16. Tam gi¸c ABC cã  o60 ,B    o45 ,C   AB  5. Hái c¹nh AC b»ng bao nhiªu ? 

(A) 5 3  ;           (B) 5 2  ; 

(C) 
5 6

2
 ;           (D) 10. 
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P h−¬ng tr×nh tæng qu¸t 

c ñ a  ®−ê n g  t h ¼ n g  

 

1.  Ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®−êng th¼ng 

Trªn h×nh 65, ta cã c¸c vect¬ 1 2 3, ,n n n
  

 kh¸c 0


 

mµ gi¸ cña chóng ®Òu vu«ng gãc víi ®−êng 

th¼ng . Khi ®ã, ta gäi 1,n


 2,n


 3n


 lµ nh÷ng 

vect¬ ph¸p tuyÕn cña . 

   

§Þnh nghÜa 

Vect¬ n


 kh¸c 0


, cã gi¸ vu«ng gãc víi ®−êng th¼ng  gäi lµ 

vect¬ ph¸p tuyÕn cña ®−êng th¼ng . 

?1  Mçi ®−êng th¼ng cã bao nhiªu vect¬ ph¸p tuyÕn ? Chóng liªn hÖ víi nhau 

nh− thÕ nµo ? 

?2  Cho ®iÓm I vµ vect¬  0n


. Cã bao nhiªu ®−êng th¼ng ®i qua I vµ nhËn n


 

lµ vect¬ ph¸p tuyÕn ? 

Bµi to¸n 

Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é, cho ®iÓm 

0 0( ; )I x y  vµ vect¬ n


(a ; b) 0


. Gäi  

lµ ®−êng th¼ng ®i qua I, cã vect¬ ph¸p 

tuyÕn lµ n


. T×m ®iÒu kiÖn cña x vµ y ®Ó 

®iÓm M(x ; y) n»m trªn . 

Gi¶i. (h. 66) 

 §iÓm M n»m trªn  khi vµ chØ khi 

IM


  n


, hay 

     IM


. n


  0.    (*) 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 65 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 66 

1 
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Ta cã 0 0( ; )IM x x y y  


 vµ  ( ; )n a b


 nªn (*) t−¬ng ®−¬ng víi 

            0 0( ) ( ) 0.a x x b y y           (1) 

§©y chÝnh lµ ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó M(x ; y) n»m trªn . 

BiÕn ®æi (1) vÒ d¹ng ax  by  ax0  by0  0 vµ ®Æt  ax0  by0  c, ta ®−îc 

ph−¬ng tr×nh 

ax  by  c  0 2 2( 0)a b   

vµ gäi lµ ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®−êng th¼ng . 

Tãm l¹i, 

Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é, mäi ®−êng th¼ng ®Òu cã ph−¬ng tr×nh 

tæng qu¸t d¹ng 

ax  by  c  0, víi 2 2 0.a b   

Ng−îc l¹i, ta cã thÓ chøng minh ®−îc r»ng : Mçi ph−¬ng tr×nh d¹ng 

ax  by  c  0, víi  2 2 0a b  

®Òu lµ ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña mét ®−êng th¼ng x¸c ®Þnh, nhËn n


  (a ; b) 

lµ vect¬ ph¸p tuyÕn. 

?3  Mçi ph−¬ng tr×nh sau cã ph¶i lµ ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®−êng th¼ng 

kh«ng ? H·y chØ ra mét vect¬ ph¸p tuyÕn cña ®−êng th¼ng ®ã : 

7x  5  0 ;    mx  (m  1)y  3  0 ;      2 1 0.kx ky  

1  

Cho ®−êng th¼ng  cã ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t lµ 3x  2y  1  0. 

a) H·y chØ ra mét vect¬ ph¸p tuyÕn cña ®−êng th¼ng . 

b) Trong c¸c ®iÓm sau ®©y, ®iÓm nµo thuéc , ®iÓm nµo kh«ng thuéc  ?  

M(1 ; 1),  N(1 ; 1),  
1

0 ; ,
2

P
 
 
 

 Q(2 ; 3),  
  
 

1 1
; .

2 4
E  

VÝ dô. Cho tam gi¸c cã ba ®Ønh A  (1 ; 1), B  (1 ; 3), C  (2 ; 4). 

ViÕt ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®−êng cao kÎ tõ A. 

Gi¶i. §−êng cao cÇn t×m lµ ®−êng th¼ng ®i qua A vµ nhËn BC


 lµ mét vect¬ 

ph¸p tuyÕn. Ta cã BC


  (3 ; 7) vµ A  (1 ; 1) nªn  theo (1), ph−¬ng tr×nh 

tæng qu¸t cña ®−êng cao ®ã lµ 3(x  1)  7(y  1)  0 hay 3x  7y  4  0. 
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C¸c d¹ng ®Æc biÖt cña ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t 

2 
Cho ®−êng th¼ng  : ax  by  c  0. Em cã nhËn xÐt g× vÒ vÞ trÝ t−¬ng ®èi cña  vµ 

c¸c trôc to¹ ®é khi a  0 ? Khi b  0 ? Khi c  0 ? 

Ghi nhí 
§−êng th¼ng by  c  0 song song hoÆc trïng víi trôc Ox (h. 67a). 
§−êng th¼ng ax  c  0 song song hoÆc trïng víi trôc Oy (h. 67b). 

§−êng th¼ng ax  by  0 ®i qua gèc to¹ ®é (h. 67c). 
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3  
Cho hai ®iÓm A(a ; 0) vµ B(0 ; b), víi ab  0 (h. 68). 

a) H·y viÕt ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®−êng th¼ng  

®i qua A vµ B. 

b) Chøng tá r»ng ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña  t−¬ng 

®−¬ng víi ph−¬ng tr×nh 

1.
x y

a b
   

Ghi nhí 
§−êng th¼ng cã ph−¬ng tr×nh 

        1 ( 0, 0)
x y

a b
a b
          (2) 

®i qua hai ®iÓm A(a ; 0) vµ B(0 ; b). 

Ph−¬ng tr×nh d¹ng (2) ®−îc gäi lµ ph−¬ng tr×nh ®−êng th¼ng theo 
®o¹n ch¾n. 

?4  ViÕt ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®−êng th¼ng ®i qua A(1 ; 0) vµ B(0 ; 2). 

    Chó ý 
    XÐt ®−êng th¼ng  cã ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t ax  by  c  0. 

NÕu b  0 th× ph−¬ng tr×nh trªn ®−a ®−îc vÒ d¹ng 

           y  kx  m         (3) 

víi ,
a

k
b

   .
c

m
b

   Khi ®ã k lµ hÖ sè gãc cña ®−êng th¼ng  

vµ (3) gäi lµ ph−¬ng tr×nh cña  theo hÖ sè gãc.  
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ý nghÜa h×nh häc cña hÖ sè gãc (h. 69) 

XÐt ®−êng th¼ng  : y  kx  m. 

Víi k  0, gäi M lµ giao ®iÓm cña  víi trôc Ox 

vµ Mt lµ tia cña  n»m phÝa trªn Ox. Khi ®ã, nÕu 

 lµ gãc hîp bëi hai tia Mt vµ Mx th× hÖ sè gãc 

cña ®−êng th¼ng  b»ng tang cña gãc , tøc lµ 
tan .k   

Khi k  0 th×  lµ ®−êng th¼ng song song hoÆc 
trïng víi trôc Ox. 

?5  Mçi ®−êng th¼ng sau ®©y cã hÖ sè gãc b»ng bao nhiªu ? H·y chØ ra gãc  

t−¬ng øng víi hÖ sè gãc ®ã. 

a) 1 : 2x  2y  1  0 ; 

b) 2 :   3 5 0.x y  

2.  VÞ trÝ t−¬ng ®èi cña hai ®−êng th¼ng 

Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é, cho hai ®−êng th¼ng 1, 2 cã ph−¬ng tr×nh 

1 : a1x  b1y  c1  0, 

2 : a2x  b2y  c2  0. 

V× sè ®iÓm chung cña hai ®−êng th¼ng b»ng sè nghiÖm cña hÖ gåm hai 
ph−¬ng tr×nh trªn, nªn tõ kÕt qu¶ cña ®¹i sè ta cã 

a) Hai ®−êng th¼ng 1, 2 c¾t nhau khi vµ chØ khi 

 
1 1

2 2

0
a b

a b
  ; 

b) Hai ®−êng th¼ng 1, 2 song song khi vµ chØ khi 

 1 1

2 2

0
a b

a b
   vµ   1 1

2 2

0,
b c

b c
 

hoÆc       
1 1

2 2

0
a b

a b
  vµ   

1 1

2 2

0
c a

c a
  ; 

c) Hai ®−êng th¼ng 1, 2 trïng nhau khi vµ chØ khi 

 
1 1

2 2

a b

a b
  

1 1

2 2

b c

b c
  

1 1

2 2

c a

c a
  0. 
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Trong tr−êng hîp a2, b2, c2 ®Òu kh¸c 0, ta cã 

1 2,   c¾t nhau  1 1

2 2

a b

a b
 ; 

1 2//     1 1 1

2 2 2

a b c

a b c
 ; 

1 2      1 1 1

2 2 2

a b c

a b c
. 

?6  Tõ tØ lÖ thøc 1 1

2 2

,
a b

a b
  cã thÓ nãi g× vÒ vÞ trÝ t−¬ng ®èi cña 1 vµ 2 ? 

?7  XÐt vÞ trÝ t−¬ng ®èi cña hai ®−êng th¼ng 1, 2 trong mçi tr−êng hîp sau 

a) 1 : 2 x  3y  5  0  vµ  2 : x  3y  3   0 ; 

b) 1 : x  3y  2  0   vµ  2 :  2x  6y  3  0 ; 

c) 1 : 0,7x  12y  5  0  vµ  2 : 1,4x  24y  10  0. 

C©u hái vµ bµi tËp 

1. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nµo ®óng ? 

a) §−êng th¼ng song song víi trôc Ox cã ph−¬ng tr×nh y  m (m  0) ; 

b) §−êng th¼ng cã ph−¬ng tr×nh x  m
2
  1 song song víi trôc Oy ; 

c) Ph−¬ng tr×nh y  kx  b lµ ph−¬ng tr×nh cña ®−êng th¼ng ; 

d) Mäi ®−êng th¼ng ®Òu cã ph−¬ng tr×nh d¹ng y  kx  b ; 

e) §−êng th¼ng ®i qua hai ®iÓm A(a ; 0) vµ B(0 ; b) cã ph−¬ng tr×nh 

1
x y

a b
  . 

2. ViÕt ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña 

a) §−êng th¼ng Ox ; 

b) §−êng th¼ng Oy ; 

c) §−êng th¼ng ®i qua 0 0( ; )M x y  vµ song song víi Ox ; 

d) §−êng th¼ng ®i qua 0 0( ; )M x y  vµ vu«ng gãc víi Ox ; 

e) §−êng th¼ng OM, víi 0 0( ; )M x y  kh¸c ®iÓm O. 
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3. Cho tam gi¸c ABC cã ph−¬ng tr×nh c¸c ®−êng th¼ng AB, BC, CA lµ 

 AB : 2x  3y  1  0 ; 

 BC : x  3y  7  0 ; 

 CA : 5x  2y  1  0. 

ViÕt ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®−êng cao kÎ tõ ®Ønh B. 

4. Cho hai ®iÓm P(4 ; 0), Q(0 ; 2). 

a) ViÕt ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®−êng th¼ng ®i qua ®iÓm A(3 ; 2) vµ 

song song víi ®−êng th¼ng PQ ; 

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®−êng trung trùc cña ®o¹n th¼ng PQ. 

5. Cho ®−êng th¼ng d cã ph−¬ng tr×nh x  y  0 vµ ®iÓm M(2 ; 1). 

a) ViÕt ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®−êng th¼ng ®èi xøng víi ®−êng th¼ng d 

qua ®iÓm M. 

b) T×m h×nh chiÕu cña ®iÓm M trªn ®−êng th¼ng d. 

6. XÐt vÞ trÝ t−¬ng ®èi cña mçi cÆp ®−êng th¼ng sau vµ t×m giao ®iÓm (nÕu cã) 

cña chóng 

a) 2x  5y  3  0 vµ 5x  2y  3  0 ; 

b) x  3y  4  0 vµ 0,5x  1,5y  4  0 ; 

c) 10x  2y  3  0 vµ 5x  y  1,5  0. 

P h−¬ng tr×nh tham sè cña 

®−êng th¼ng  

 

1.  Vect¬ chØ ph−¬ng cña ®−êng th¼ng 

Trªn h×nh 70, vect¬ 1u


 kh¸c 0


, cã gi¸ lµ 

®−êng th¼ng  ; vect¬ 2u


 kh¸c 0


, cã gi¸ 

song song víi . Khi ®ã ta gäi 1,u


 2u


 lµ 

c¸c vect¬ chØ ph−¬ng cña ®−êng th¼ng . H×nh 70 

2 



 81 

§Þnh nghÜa 

Vect¬ u


 kh¸c 0


, cã gi¸ song song hoÆc trïng víi ®−êng th¼ng  

®−îc gäi lµ vect¬ chØ ph−¬ng cña . 

?1  Vect¬ chØ ph−¬ng vµ vect¬ ph¸p tuyÕn cña mét ®−êng th¼ng quan hÖ víi 

nhau nh− thÕ nµo ? 

?2  V× sao vect¬ u


  (b ;  a) lµ mét vect¬ chØ ph−¬ng cña ®−êng th¼ng cã 

ph−¬ng tr×nh ax  by  c  0 ? 

2.  Ph−¬ng tr×nh tham sè cña ®−êng th¼ng 

Bµi to¸n. Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy, cho ®−êng th¼ng  ®i qua ®iÓm 

0 0( ; )I x y  vµ cã vect¬ chØ ph−¬ng u


  (a ; b). H·y t×m ®iÒu kiÖn cña x vµ y 

®Ó ®iÓm M(x ; y) n»m trªn . 

1 (§Ó gi¶i bμi to¸n) 

§iÓm M n»m trªn  khi vµ chØ khi vect¬ IM


 cïng 

ph−¬ng víi vect¬ u


 (h. 71), tøc lµ cã sè t sao cho 

IM t u
 

. 

H·y viÕt to¹ ®é cña IM


 vµ cña t u


 råi so s¸nh 

c¸c to¹ ®é cña hai vect¬ nµy. 

Tõ ho¹t ®éng trªn suy ra : §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó M(x ; y) thuéc  lµ cã 

sè t sao cho 

0 2 2

0

( 0).
x x at

a b
y y bt

 
   

           (1) 

HÖ (1) ®−îc gäi lµ ph−¬ng tr×nh tham sè cña ®−êng th¼ng , víi tham sè t. 

  Chó ý 

Víi mçi gi¸ trÞ cña tham sè t, ta tÝnh ®−îc x vµ y tõ hÖ (1), tøc lµ 

cã ®−îc ®iÓm M(x ; y) n»m trªn . Ng−îc l¹i, nÕu ®iÓm M(x ; y) 

n»m trªn  th× cã mét sè t sao cho x, y tho¶ m·n hÖ (1). 

H×nh 71 
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?3  Cho ®−êng th¼ng  cã ph−¬ng tr×nh tham sè 

2

1 2 .

x t

y t

 
  

 

a) H·y chØ ra mét vect¬ chØ ph−¬ng cña .  

b) T×m c¸c ®iÓm cña  øng víi c¸c gi¸ trÞ  t  0, t   4, t  
1

2
. 

c) §iÓm nµo trong c¸c ®iÓm sau thuéc  ? 

M(1 ; 3), N(1 ; 5), P(0 ; 1), Q(0 ; 5). 

2 

Cho ®−êng th¼ng d cã ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t 2x  3y  6  0. 

a) H·y t×m to¹ ®é cña mét ®iÓm thuéc d vµ viÕt ph−¬ng tr×nh tham sè cña d. 

b) HÖ 

2 1,5

2

3

x t

y t

 



  

 cã ph¶i lµ ph−¬ng tr×nh tham sè cña d kh«ng ? 

c) T×m to¹ ®é cña ®iÓm M thuéc d sao cho OM  2. 

  Chó ý 

Trong ph−¬ng tr×nh tham sè 
0

0

x x at

y y bt

 
  

 cña ®−êng th¼ng, nÕu 

a  0, b  0 th× b»ng c¸ch khö tham sè t tõ hai ph−¬ng tr×nh trªn, 

ta ®i ®Õn 

  0 0x x y y

a b

 
     (a  0, b  0).     (2) 

Ph−¬ng tr×nh (2) ®−îc gäi lµ ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña ®−êng th¼ng. 

Trong tr−êng hîp a  0 hoÆc b  0 th× ®−êng th¼ng kh«ng cã 

ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c. 

VÝ dô. ViÕt ph−¬ng tr×nh tham sè, ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c (nÕu cã) vµ 

ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®−êng th¼ng trong mçi tr−êng hîp sau 

a) §i qua ®iÓm A(1 ; 1) vµ song song víi trôc hoµnh ; 

b) §i qua ®iÓm B(2 ; 1) vµ song song víi trôc tung ; 

c) §i qua ®iÓm C(2 ; 1) vµ vu«ng gãc víi ®−êng th¼ng d : 5x  7y  2  0. 
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Gi¶i 

a) §−êng th¼ng cÇn t×m cã vect¬ chØ ph−¬ng i


  (1 ; 0) vµ ®i qua A nªn nã cã 

ph−¬ng tr×nh tham sè lµ 
1

1

x t

y

 
 

  vµ ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t lµ y  1  0. 

§−êng th¼ng ®ã kh«ng cã ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c. 

b) §−êng th¼ng cÇn t×m cã vect¬ chØ ph−¬ng j


  (0 ; 1) nªn kh«ng cã 

ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c. Do ®−êng th¼ng ®ã ®i qua B nªn nã cã ph−¬ng 

tr×nh tham sè lµ 
2

1

x

y t


   

 vµ ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t lµ x  2  0. 

c) Vect¬ ph¸p tuyÕn n


  (5 ; 7) cña d còng lµ mét vect¬ chØ ph−¬ng cña 

®−êng th¼ng  cÇn t×m (do   d). Do ®ã ph−¬ng tr×nh tham sè cña  

lµ 
2 5

1 7

x t

y t

 
  

 vµ ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña  lµ 
2 1

.
5 7

x y 



 

Tõ ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c (hoÆc tham sè) cña , ta suy ra ®−îc ph−¬ng 

tr×nh tæng qu¸t cña  lµ 7x  5y  19  0. 

3 
ViÕt ph−¬ng tr×nh tham sè, ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c (nÕu cã) vµ ph−¬ng tr×nh tæng 

qu¸t cña ®−êng th¼ng ®i qua hai ®iÓm M(4 ; 3) vµ N(1 ; 2). 

C©u hái vµ bµi tËp 

7. Cho ®−êng th¼ng  : 
1

2

x t

y t

 
  

 . Hái trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò 

nµo sai ? 

a) §iÓm A(1 ; 4) thuéc . 

b) §iÓm B(8 ; 14) kh«ng thuéc , ®iÓm C(8 ; 14) thuéc . 

c)  cã vect¬ ph¸p tuyÕn n


  (1 ; 2). 

d)  cã vect¬ chØ ph−¬ng u


  (1 ; 2). 

e) Ph−¬ng tr×nh 
8 14

3 6

x y 



 lµ ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña . 

f) Ph−¬ng tr×nh 
1

1 2

x y



 lµ ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña . 
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8. Cho ®−êng th¼ng  : ax  by  c  0. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò 

nµo ®óng ? 

a) Vect¬ n


  (a ; b) lµ vect¬ ph¸p tuyÕn cña . 

b)  cã vect¬ chØ ph−¬ng u


  ( b ; a). 

c)  cã vect¬ chØ ph−¬ng u


  (kb ; ka) víi k  0. 

d)  cã vect¬ chØ ph−¬ng u


  (5b ;  5a). 

e) §−êng th¼ng vu«ng gãc víi  cã vect¬ chØ ph−¬ng u


  (a ; b). 

9. H·y viÕt ph−¬ng tr×nh tham sè, ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c (nÕu cã) vµ ph−¬ng 

tr×nh tæng qu¸t cña ®−êng th¼ng ®i qua hai ®iÓm A vµ B trong mçi tr−êng 

hîp sau 

a) A  (3 ; 0),  B  (0 ; 5) ; 

b) A  (4 ; 1),  B  (4 ; 2) ; 

c) A  (4 ; 1),  B  (1 ; 4). 

10. Cho ®iÓm A(5 ; 2) vµ ®−êng th¼ng  : 
2 3

1 2

x y 



. H·y viÕt ph−¬ng 

tr×nh ®−êng th¼ng 

a) §i qua A vµ song song víi  ; 

b) §i qua A vµ vu«ng gãc víi . 

11. XÐt vÞ trÝ t−¬ng ®èi cña mçi cÆp ®−êng th¼ng sau ®©y vµ t×m to¹ ®é giao 

®iÓm (nÕu cã) cña chóng 

a) 
4 2

5

x t

y t

 
  

  vµ  
8 6 '

4 3 ' ;

x t

y t

 
  

 

b) 
5

3 2

x t

y t

 
   

  vµ  
4 7

2 3

x y 
  ; 

c) 
5

1

x t

y t

 
   

  vµ  x  y  4  0. 

12. T×m h×nh chiÕu vu«ng gãc cña ®iÓm P(3 ; 2) trªn ®−êng th¼ng  trong 

mçi tr−êng hîp sau 

a)  : 
1 ;

x t

y


 
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b)  : 
1

3 4

x y



 ; 

c)  : 5x  12y  10  0. 

13. Trªn ®−êng th¼ng  : x  y  2  0, t×m ®iÓm M c¸ch ®Òu hai ®iÓm E(0 ; 4) 

vµ F(4 ; 9). 

14. Cho h×nh b×nh hµnh cã to¹ ®é mét ®Ønh lµ (4 ; 1). BiÕt ph−¬ng tr×nh c¸c 

®−êng th¼ng chøa hai c¹nh lµ x  3y  0 vµ 2x  5y  6  0. T×m to¹ ®é ba 

®Ønh cßn l¹i cña h×nh b×nh hµnh ®ã. 

 

Kho¶ng c¸ch vμ  g ã c  

 

 

1.  Kho¶ng c¸ch tõ mét ®iÓm ®Õn mét ®−êng th¼ng 

Bµi to¸n 1. Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é, cho ®−êng th¼ng  cã ph−¬ng tr×nh tæng 

qu¸t ax  by  c  0. H·y tÝnh kho¶ng c¸ch d(M ; ) tõ ®iÓm M(xM ; yM) 

®Õn . 

Gi¶i. (h. 72) Gäi M' lµ h×nh chiÕu cña M trªn  

th× ®é dµi ®o¹n M'M chÝnh lµ kho¶ng c¸ch tõ 

M ®Õn .  

HiÓn nhiªn 'M M


 cïng ph−¬ng víi vect¬ ph¸p 

tuyÕn ( ; )n a b


 cña , vËy cã sè k sao cho 

'M M


  k n


.     (1) 

Tõ ®ã suy ra 

     d(M ; )  M'M  k. n

k. 2 2 .a b      (2) 

MÆt kh¸c, nÕu gäi (x' ; y') lµ to¹ ®é cña M' th× tõ (1) ta cã 

'

'

M

M

x x ka

y y kb

 
  

 hay 
'

' .

M

M

x x ka

y y kb

 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 72 

3 



 

 86 

V× M' n»m trªn  nªn a(xM  ka)  b(yM  kb)  c  0. Tõ ®ã suy ra 

2 2
M Max by c

k
a b

 



. Thay gi¸ trÞ cña k vµo (2) ta ®−îc 

d(M ; )  
2 2

.M Max by c

a b

 


 

1 

H·y tÝnh kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm M ®Õn ®−êng th¼ng  trong mçi tr−êng hîp sau 

a) M(13 ; 14) vµ  : 4x  3y  15  0 ; 

b) M(5 ; 1) vµ  : 
7 2

4 3 .

x t

y t

 
   

 

VÞ trÝ cña hai ®iÓm ®èi víi mét ®−êng th¼ng 

Cho ®−êng th¼ng  : ax  by  c  0 vµ ®iÓm M(xM ; yM). NÕu M' lµ h×nh 

chiÕu (vu«ng gãc) cña M trªn  th× theo lêi gi¶i cña Bµi to¸n 1, ta cã 

'M M


  k n


, trong ®ã 
2 2

.M Max by c
k

a b

 



 

T−¬ng tù nÕu cã ®iÓm N(xN ; yN) víi N' lµ h×nh chiÕu cña N trªn  th× ta 

còng cã 

' 'N N k n
 

, trong ®ã k'  
2 2

.N Nax by c

a b

 


 

?1  Cã nhËn xÐt g× vÒ vÞ trÝ cña hai ®iÓm M, N ®èi víi  khi k vµ k' cïng dÊu ? 

Khi k vµ k' kh¸c dÊu ? 

Ta cã kÕt qu¶ sau 

Cho ®−êng th¼ng  : ax  by  c  0 vµ hai ®iÓm M(xM ; yM), 

N(xN ; yN) kh«ng n»m trªn . Khi ®ã 

Hai ®iÓm M, N n»m cïng phÝa ®èi víi  khi vµ chØ khi 

( )( ) 0M M N Nax by c ax by c      ; 

Hai ®iÓm M, N n»m kh¸c phÝa ®èi víi  khi vµ chØ khi 

( )( ) 0M M N Nax by c ax by c     . 
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2 

Cho tam gi¸c ABC cã c¸c ®Ønh lµ A  (1 ; 0), B  (2 ; 3), C  (2 ; 4) vµ 

®−êng th¼ng  : x  2y  1  0. XÐt xem  c¾t c¹nh nµo cña tam gi¸c. 

Ta cã thÓ ¸p dông c«ng thøc tÝnh kho¶ng c¸ch ®Ó viÕt ph−¬ng tr×nh c¸c ®−êng 

ph©n gi¸c. 

Bµi to¸n 2. Cho hai ®−êng th¼ng c¾t nhau, cã ph−¬ng tr×nh 

1 : a1x  b1y  c1  0   vµ   2 : a2x  b2y  c2  0. 

Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh hai ®−êng ph©n gi¸c cña c¸c gãc t¹o bëi 

hai ®−êng th¼ng ®ã cã d¹ng 

1 1 1 2 2 2

2 2 2 2
1 1 2 2

0.
a x b y c a x b y c

a b a b

   
 

 
 

3 

H·y gi¶i Bµi to¸n 2, víi chó ý r»ng ®iÓm M thuéc 

mét trong hai ®−êng ph©n gi¸c khi vµ chØ khi nã 

c¸ch ®Òu hai ®−êng th¼ng 1 vµ 2 (h. 73). 

VÝ dô. Cho tam gi¸c ABC víi 

A  
7

; 3
4

 
 
 

, B  (1 ; 2), C  (4 ; 3).  

ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng ph©n gi¸c trong cña gãc A. 

Gi¶i.  DÔ thÊy c¸c ®−êng th¼ng AB vµ AC cã ph−¬ng tr×nh 

AB :   4x  3y  2  0  vµ  AC :   y  3  0. 

C¸c ®−êng ph©n gi¸c trong vµ ph©n gi¸c ngoµi cña gãc A cã ph−¬ng tr×nh  

4 3 2 3
0

5 1

x y y  
   hoÆc 

4 3 2 3
0

5 1

x y y  
   ; 

hay :     4x  2y 13  0 (®−êng ph©n gi¸c d1) 

       4x  8y  17  0 (®−êng ph©n gi¸c d2). 

Do hai ®iÓm B, C n»m cïng phÝa ®èi víi ®−êng ph©n gi¸c ngoµi vµ n»m 

kh¸c phÝa ®èi víi ®−êng ph©n gi¸c trong cña gãc A nªn ta chØ cÇn xÐt vÞ trÝ 
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cña B, C ®èi víi mét trong hai ®−êng, ch¼ng h¹n d2. Thay to¹ ®é cña B, C 

lÇn l−ît vµo vÕ tr¸i cña d2 ta ®−îc 

4  16  17  5 > 0  vµ  16  24  17  23 < 0, 

tøc lµ B, C n»m kh¸c phÝa ®èi víi d2. 

VËy ph−¬ng tr×nh ®−êng ph©n gi¸c trong cña gãc A lµ 

d2 :  4x  8y  17  0. 

2.  Gãc gi÷a hai ®−êng th¼ng 

§Þnh nghÜa 
Hai ®−êng th¼ng a vµ b c¾t nhau t¹o thµnh bèn gãc. Sè ®o nhá 

nhÊt cña c¸c gãc ®ã ®−îc gäi lµ sè ®o cña gãc gi÷a hai ®−êng 

th¼ng a vµ b, hay ®¬n gi¶n lµ gãc gi÷a a vµ b. 

Khi a song song hoÆc trïng víi b, ta quy −íc gãc gi÷a chóng 

b»ng 0
o
. 

?2  Trªn h×nh 74, gãc gi÷a hai ®−êng th¼ng a 

vµ b b»ng bao nhiªu ? H·y so s¸nh gãc ®ã 

víi gãc gi÷a hai vect¬ u


, v


 vµ gãc gi÷a hai 

vect¬ ',u


 .v


 

  Chó ý 

Gãc gi÷a hai ®−êng th¼ng a vµ b ®−îc kÝ hiÖu lµ ( , )a b , hay ®¬n 

gi¶n lµ (a, b). Gãc nµy kh«ng v−ît qu¸ 90
o
 nªn ta cã 

    (a, b)  ( u


, v


) nÕu ( u


, v


)  90
o
,
 

    (a, b)  180
o
  ( u


, v


) nÕu ( u


, v


) > 90
o
,
 

trong ®ã ,u v
 

 lÇn l−ît lµ vect¬ chØ ph−¬ng cña a vµ b. 

4 

Cho biÕt ph−¬ng tr×nh cña hai ®−êng th¼ng  vµ ' lÇn l−ît lµ 

7 2

5

x t

y t

 


 
  vµ     

1 '

2 3 '.

x t

y t

 


 
 

T×m to¹ ®é vect¬ chØ ph−¬ng cña hai ®−êng th¼ng vµ t×m gãc hîp bëi hai ®−êng 
th¼ng ®ã.  
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Bµi to¸n 3 

a) T×m c«sin cña gãc gi÷a hai ®−êng th¼ng 1 vµ 2 lÇn l−ît cho bëi c¸c 

ph−¬ng tr×nh 

a1x  b1y  c1  0   vµ   a2x  b2y  c2  0. 

b) T×m ®iÒu kiÖn ®Ó hai ®−êng th¼ng 1 vµ 2 vu«ng gãc víi nhau. 

c) T×m ®iÒu kiÖn ®Ó hai ®−êng th¼ng y  kx  b vµ y  k'x  b' vu«ng gãc 

víi nhau. 

5 (§Ó gi¶i Bμi to¸n 3) 

ViÕt to¹ ®é hai vect¬ chØ ph−¬ng 1u


 cña 1 vµ 2u


 cña 2. 

H·y chøng tá r»ng 1 2 1 2cos( , ) cos( , )u u  
 

. Tõ ®ã ®i ®Õn c¸c kÕt qu¶ sau ®©y 
 

a) 
1 2 1 2

1 2 1 2
2 2 2 2
1 1 2 2

cos( , ) cos( , ) ,

.

a a b b
n n

a b a b


   

 

 
 trong ®ã 1n


, 2n


 lÇn l−ît lµ 

vect¬ ph¸p tuyÕn cña 1, 2. 

b) 1 2     1 2 1 2 0.a a b b   

c) ¸p dông c©u b) h·y chøng minh r»ng ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó hai ®−êng th¼ng 

y  kx  b vµ y  k'x  b' vu«ng gãc lµ kk'  1. 

6   

T×m gãc gi÷a hai ®−êng th¼ng 1 vµ 2 trong mçi tr−êng hîp sau 

a) 1 : 
13

2 2

x t

y t

 
   

   2 : 
5 2

7 ;

x t'

y t'

 
  

 

b) 1 : x  5 ;      2 : 2x  y  14  0 ; 

c) 1 : 
4

4 3

x t

y t

 


  
     2 : 2x  3y  1  0. 

C©u hái vµ bµi tËp 

15. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nµo ®óng ? 

a) C«sin cña gãc gi÷a hai ®−êng th¼ng a vµ b b»ng c«sin cña gãc gi÷a hai 

vect¬ chØ ph−¬ng cña chóng. 
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b) NÕu hai ®−êng th¼ng  vµ ' lÇn l−ît cã ph−¬ng tr×nh px  y  m  0 vµ 

x  py  n  0 th× 

2

2
.cos( , ')

1

p

p
  


 

c) Trong tam gi¸c ABC ta cã 

cos cos( , )A AB AC
 

. 

d) NÕu  lµ gãc gi÷a hai ®−êng th¼ng chøa hai c¹nh AB, AC cña tam gi¸c 

ABC th× 

2 2 2

.cos
2 .

AB AC BC

AB AC
  
  

e) Hai ®iÓm (7 ; 6) vµ (1 ; 2) n»m vÒ hai phÝa cña ®−êng th¼ng y  x. 

16. Cho ba ®iÓm A(4 ; 1), B(3 ; 2), C(1 ; 6). TÝnh gãc BAC vµ gãc gi÷a hai 

®−êng th¼ng AB, AC. 

17. ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng th¼ng song song vµ c¸ch ®−êng th¼ng ax  by  c  0 

mét kho¶ng b»ng h cho tr−íc. 

18. Cho ba ®iÓm A(3 ; 0), B(5 ; 4) vµ P(10 ; 2). ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng 

th¼ng ®i qua P ®ång thêi c¸ch ®Òu A vµ B. 

19. Cho ®iÓm M(2 ; 3). ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng th¼ng c¾t hai trôc to¹ ®é ë A 

vµ B sao cho ABM lµ tam gi¸c vu«ng c©n t¹i ®Ønh M. 

20. Cho hai ®−êng th¼ng 

         1 : x  2y  3  0, 

         2 : 3x  y  2  0. 

 ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng th¼ng  ®i qua ®iÓm P(3 ; 1) vµ c¾t 1, 2 lÇn 

l−ît ë A, B sao cho  t¹o víi 1 vµ 2 mét tam gi¸c c©n cã c¹nh ®¸y lµ AB. 
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§−êng trßn 

 

 

1.  Ph−¬ng tr×nh ®−êng trßn 

Trªn mÆt ph¼ng to¹ ®é, cho ®−êng trßn (C ) cã 

t©m I(x0 ; y0) vµ b¸n kÝnh R (h. 75). 

§iÓm M(x ; y) thuéc ®−êng trßn (C ) khi vµ chØ 

khi IM  R, hay lµ 

   (x  x0)
2
  (y  y0)

2
  R

2
.        (1) 

Ta gäi ph−¬ng tr×nh (1) lµ ph−¬ng tr×nh cña 

®−êng trßn (C ). 

1 

Cho hai ®iÓm P(2 ; 3) vµ Q(2 ; 3). 

a) H·y viÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng trßn t©m P vµ ®i qua Q. 

b) H·y viÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng trßn ®−êng kÝnh PQ. 

2.  NhËn d¹ng ph−¬ng tr×nh ®−êng trßn 

BiÕn ®æi ph−¬ng tr×nh (1) vÒ d¹ng 

x
2
  y

2
  2x0x  2y0y  2 2

0 0x y  R
2
  0, 

ta thÊy mçi ®−êng trßn trong mÆt ph¼ng to¹ ®é ®Òu cã ph−¬ng tr×nh d¹ng 

        x
2
  y

2
  2ax  2by  c  0.        (2)  

Ng−îc l¹i, ph¶i ch¨ng mçi ph−¬ng tr×nh d¹ng (2) víi a, b, c tuú ý, ®Òu lµ 

ph−¬ng tr×nh cña mét ®−êng trßn ? 

Ta biÕn ®æi ph−¬ng tr×nh (2) vÒ d¹ng 

(x  a)
2
  (y  b)

2
  a

2
  b

2
  c. 

NÕu gäi I lµ ®iÓm cã to¹ ®é ( a ;  b), cßn (x ; y) lµ to¹ ®é cña ®iÓm M th× 

vÕ tr¸i cña ®¼ng thøc trªn chÝnh lµ IM
2
. Bëi vËy ta ®i ®Õn kÕt luËn 
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Ph−¬ng tr×nh x
2
  y

2
  2ax  2by  c  0, víi ®iÒu kiÖn 

a
2
  b

2
 > c, lµ ph−¬ng tr×nh cña ®−êng trßn t©m I( a ;  b), 

b¸n kÝnh R   2 2 .a b c  

2 

Khi a
2
  b

2
  c, h·y t×m tËp hîp c¸c ®iÓm M cã to¹ ®é (x ; y) tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh (2). 

?  Trong c¸c ph−¬ng tr×nh sau, ph−¬ng tr×nh nµo lµ ph−¬ng tr×nh ®−êng trßn ? 

a) x
2
  y

2
  0,14x  5 2 y  7  0 ;   b) 3x

2
  3y

2
  2003x  17y  0 ; 

c) x
2
  y

2
  2x  6y  103  0 ;    d) x

2
  2y

2
  2x  5y  2  0 ; 

e) x
2
  y

2
  2xy  3x  5y  1  0. 

VÝ dô. ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng trßn ®i qua ba ®iÓm M(1 ; 2), N(5 ; 2) 

vµ P(1 ; 3). 

Gi¶i. Gäi I(x ; y) vµ R lµ t©m vµ b¸n kÝnh cña ®−êng trßn ®i qua ba ®iÓm 

M, N, P. 

Tõ ®iÒu kiÖn IM  IN  IP ta cã hÖ ph−¬ng tr×nh 

2 2 2 2

2 2 2 2

( 1) ( 2) ( 5) ( 2)

( 1) ( 2) ( 1) ( 3) .

x y x y

x y x y

       


      
 

DÔ dµng t×m ®−îc nghiÖm cña hÖ lµ x  3 ; y   0,5. VËy I  (3 ;  0,5). 

Khi ®ã R
2
  IM

2
  10,25. Ph−¬ng tr×nh ®−êng trßn cÇn t×m lµ 

(x  3)
2
  (y  0,5)

2
  10,25. 

Cã thÓ gi¶i bµi to¸n b»ng c¸ch kh¸c. 

Gi¶ sö ph−¬ng tr×nh ®−êng trßn cã d¹ng 

x
2
  y

2
  2ax  2by  c  0. 

Do M, N, P thuéc ®−êng trßn nªn ta cã hÖ ph−¬ng tr×nh víi ba Èn sè a, b, c 

5 2 4 0 (1')

29 10 4 0 (2 ')

10 2 6 0. (3')

a b c

a b c

a b c

   
    
    
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Tõ (1') vµ (2') suy ra 24  8a  0, do ®ã a   3. Tõ (1') vµ (3') suy ra 

5  10b  0, do ®ã b  0,5. Thay a vµ b võa t×m ®−îc vµo (1') ta cã 

c  5  6  2   1. 

VËy ph−¬ng tr×nh ®−êng trßn cÇn t×m lµ x
2
  y

2
  6x  y  1  0. 

3.  Ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®−êng trßn 

Bµi to¸n 1. ViÕt ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®−êng trßn 

(C ) :   (x  1)
2
  (y  2)

2
  5, 

biÕt r»ng tiÕp tuyÕn ®ã ®i qua ®iÓm M( 5 1 ; 1) . 

Gi¶i. §−êng trßn (C ) cã t©m I(1 ; 2) vµ b¸n kÝnh R  5 . 

§−êng th¼ng  ®i qua M cã ph−¬ng tr×nh 

a(x     5 1) ( 1) 0b y  (víi a
2
  b

2
  0). 

Kho¶ng c¸ch tõ I(1 ; 2) tíi ®−êng th¼ng  lµ 

d(I ; )  
2 2 2 2

( 1 5 1) (2 1) 5a b a b

a b a b

      


 
. 

§Ó  lµ tiÕp tuyÕn cña ®−êng trßn, ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ lµ kho¶ng c¸ch 

d(I ; ) b»ng b¸n kÝnh cña ®−êng trßn, tøc lµ 

2 2

5
5

a b

a b

 



 

hay         2 25 5 5a b a b    . 

Tõ ®ã b(2b  5 a)  0, suy ra b  0 hoÆc 2b  5 a  0. 

NÕu b  0, ta cã thÓ chän a  1 vµ ®−îc tiÕp tuyÕn 

1  : 5 1 0.x     

NÕu 2b  5 a  0, ta cã thÓ chän a  2, b   5  vµ ®−îc tiÕp tuyÕn 

2  : 2x  5 y  2  5   0. 
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§Ó viÕt ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®−êng trßn, ta th−êng dïng ®iÒu kiÖn sau 

§−êng th¼ng tiÕp xóc víi ®−êng trßn khi vµ chØ khi kho¶ng c¸ch tõ t©m 

®−êng trßn ®Õn ®−êng th¼ng b»ng b¸n kÝnh cña ®−êng trßn. 

Tuy nhiªn, ®Ó viÕt ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®−êng trßn t¹i ®iÓm M cho 

tr−íc thuéc ®−êng trßn, ta cã c¸ch gi¶i ®¬n gi¶n h¬n. 

Bµi to¸n 2. Cho ®−êng trßn 

2 2 2 4 20 0x y x y      

vµ ®iÓm M(4 ; 2). 

a) Chøng tá r»ng ®iÓm M n»m trªn ®−êng trßn ®· cho. 

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®−êng trßn t¹i ®iÓm M. 

Gi¶i. (h. 76) 

a) Thay to¹ ®é (4 ; 2) cña M vµo vÕ tr¸i cña 

ph−¬ng tr×nh ®−êng trßn, ta ®−îc 

2 24 2 2.4 4.2 20 0.      

VËy M n»m trªn ®−êng trßn. 

b) §−êng trßn cã t©m I  (1 ; 2). TiÕp tuyÕn cña 

®−êng trßn t¹i M lµ ®−êng th¼ng ®i qua M vµ 

nhËn MI


 lµm vect¬ ph¸p tuyÕn. 

V× ( 3 ; 4)MI   


 nªn ph−¬ng tr×nh cña tiÕp tuyÕn lµ 

3(x  4)  4(y  2)  0 

 hay              3x  4y  20  0. 

3 

ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng th¼ng ®i qua gèc to¹ ®é vµ tiÕp xóc víi ®−êng trßn 

(C ) : x2
  y

2
  3x  y  0. 

4 

ViÕt ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®−êng trßn 
2 2( 2) ( 3) 1x y    , biÕt tiÕp tuyÕn 

®ã song song víi ®−êng th¼ng  : 3x  y  2  0. 
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C©u hái vµ bµi tËp 

21. Cho ph−¬ng tr×nh 

        x
2
  y

2
  px  (p  1)y  0.          (1) 

Hái trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nµo ®óng ? 

a) (1) lµ ph−¬ng tr×nh cña mét ®−êng trßn. 

b) (1) lµ ph−¬ng tr×nh cña mét ®−êng trßn ®i qua gèc to¹ ®é. 

c) (1) lµ ph−¬ng tr×nh cña mét ®−êng trßn cã t©m J(p ; p  1). 

d) (1) lµ ph−¬ng tr×nh cña ®−êng trßn cã t©m J
1

;
2 2

p p    
 

 vµ b¸n kÝnh 

21
2 2 1.

2
R p p    

22. ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng trßn (C ) trong mçi tr−êng hîp sau 

a) (C ) cã t©m I(1 ; 3) vµ ®i qua ®iÓm A(3 ; 1) ; 

b) (C )  cã t©m I(2 ; 0) vµ tiÕp xóc víi ®−êng th¼ng  : 2x  y  1  0. 

23. T×m t©m vµ b¸n kÝnh cña ®−êng trßn cho bëi mçi ph−¬ng tr×nh sau 

a) x
2
  y

2
  2x  2y  2  0 ; 

b) x
2
  y

2
  4x  6y  2  0 ; 

c) 2x
2
  2y

2
  5x  4y  1  m

2
  0. 

24. ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng trßn ®i qua ba ®iÓm M(1 ; 2), N(1 ; 2), P(5 ; 2). 

25. a) ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng trßn tiÕp xóc víi hai trôc to¹ ®é vµ ®i qua ®iÓm 

(2 ; 1). 

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng trßn ®i qua hai ®iÓm (1 ; 1), (1 ; 4) vµ tiÕp xóc 

víi trôc Ox. 

26. T×m to¹ ®é c¸c giao ®iÓm cña ®−êng th¼ng 

      
1 2

:
2

x t

y t

 
    

 

vµ ®−êng trßn (C) : 2 2( 1) ( 2) 16.x y     
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27. ViÕt ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®−êng trßn x
2
  y

2
  4 trong mçi tr−êng 

hîp sau 

a) TiÕp tuyÕn song song víi ®−êng th¼ng 3x  y  17  0 ; 

b) TiÕp tuyÕn vu«ng gãc víi ®−êng th¼ng x  2y  5  0 ; 

c) TiÕp tuyÕn ®i qua ®iÓm (2 ; 2). 

28. XÐt vÞ trÝ t−¬ng ®èi cña ®−êng th¼ng  vµ ®−êng trßn (C ) sau ®©y 

            : 3x  y  m  0, 

        (C ) : x
2
  y

2
  4x  2y  1  0. 

29. T×m to¹ ®é c¸c giao ®iÓm cña hai ®−êng trßn sau ®©y 

        (C ) : x
2
  y

2
  2x  2y  1  0, 

          (C  ') : x
2
  y

2
  2x  2y  7  0. 

§−ê n g  e l i p  

 

 

§−êng elip lµ mét ®−êng quen thuéc víi chóng ta vµ th−êng gÆp trong 

thùc tÕ, ch¼ng h¹n : 

 Bãng cña mét ®−êng trßn in trªn mÆt ®Êt b»ng ph¼ng d−íi ¸nh s¸ng mÆt 

trêi th−êng lµ mét ®−êng elip (h. 77). 
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 Ta ®æ mét Ýt n−íc mµu vµo mét cèc thuû 

tinh h×nh trô. NÕu ®Æt ®øng cèc n−íc trªn mÆt 

bµn n»m ngang th× mÆt tho¸ng cña n−íc trong 

cèc lµ mét h×nh trßn, giíi h¹n bëi mét ®−êng 

trßn. NÕu ta nghiªng cèc n−íc ®i th× mÆt 

tho¸ng cña n−íc ®−îc giíi h¹n bëi mét ®−êng 

elip (h. 78). 

 Quü ®¹o cña Tr¸i §Êt khi quay quanh MÆt 

Trêi lµ mét ®−êng elip. C¸c nhµ thiªn v¨n häc 

®· ph¸t hiÖn ra r»ng, trong hÖ MÆt Trêi, mçi hµnh tinh ®Òu chuyÓn ®éng 

theo mét quü ®¹o lµ ®−êng elip (h. 79). 

1.  §Þnh nghÜa ®−êng elip 

1 (VÏ ®−êng elip) 

Em h·y ®ãng lªn mÆt mét b¶ng gç hai chiÕc ®inh t¹i 

hai ®iÓm F1 vµ F2 (h. 80). 

LÊy mét vßng d©y kÝn kh«ng ®µn håi, cã ®é dµi lín h¬n 

hai lÇn kho¶ng c¸ch F1F2. Quµng sîi d©y vµo hai 

chiÕc ®inh, ®Æt ®Çu bót ch× vµo trong vßng d©y råi c¨ng 

ra ®Ó vßng d©y trë thµnh mét tam gi¸c. H·y di chuyÓn 

®Çu bót ch× sao cho d©y lu«n lu«n c¨ng vµ ¸p s¸t mÆt 

gç. Khi ®ã ®Çu bót ch× sÏ v¹ch ra mét ®−êng mµ ta gäi 

lµ ®−êng elip. 

?1  Trong c¸ch vÏ ®−êng elip ë trªn, gäi vÞ trÝ ®Çu bót ch× lµ M. Khi M thay 

®æi, cã nhËn xÐt g× vÒ chu vi tam gi¸c MF1F2, vµ vÒ tæng MF1  MF2 ? 

§Þnh nghÜa 

Cho hai ®iÓm cè ®Þnh F1 vµ F2, víi F1F2  2c (c > 0).  

§−êng elip (cßn gäi lµ elip) lµ tËp hîp c¸c ®iÓm M sao cho 

MF1  MF2  2a, trong ®ã a lµ sè cho tr−íc lín h¬n c. 

Hai ®iÓm F1 vµ F2 gäi lµ c¸c tiªu ®iÓm cña elip. Kho¶ng c¸ch 

2c ®−îc gäi lµ tiªu cù cña elip. 
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2.  Ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña elip 

Cho elip (E) nh− trong ®Þnh nghÜa trªn. Ta chän hÖ 
trôc to¹ ®é Oxy cã gèc lµ trung ®iÓm cña ®o¹n th¼ng 

F1F2. Trôc Oy lµ ®−êng trung trùc cña F1F2 vµ F2 

n»m trªn tia Ox (h. 81). 

?2  Víi c¸ch chän hÖ trôc to¹ ®é nh− vËy, h·y cho 

biÕt to¹ ®é cña hai tiªu ®iÓm F1 vµ F2. 

2 

Gi¶ sö ®iÓm M(x ; y) n»m trªn elip (E). H·y tÝnh 
2 2

1 2MF MF  råi sö dông ®Þnh 

nghÜa 1 2 2MF MF a   ®Ó tÝnh 1 2.MF MF  Tõ ®ã suy ra 

1
cx

MF a
a

   vµ 2
.

cx
MF a

a
   

C¸c ®o¹n th¼ng MF1, MF2 ®−îc gäi lµ b¸n kÝnh qua tiªu cña ®iÓm M. 

B©y giê ta lËp ph−¬ng tr×nh cña elip (E) ®èi víi hÖ trôc to¹ ®é ®· chän 
nh− trªn. 

Ta cã 

  2 2
1 ( )

cx
MF a x c y

a
      hay 

2
2 2( )

cx
a x c y

a

     
 

. 

Rót gän ®¼ng thøc trªn ta ®−îc 
2

2 2 2 2

2
1

c
x y a c

a

 
     

 
, hay 

2 2

2 2 2
1

x y

a a c
 


. V× a

2
  c

2
 > 0 nªn ta cã thÓ ®Æt a

2
  c

2
  b

2
 (víi b > 0) 

vµ ®−îc 

     
2 2

2 2
1

x y

a b
      (a > b > 0).        (1) 

Ng−îc l¹i, cã thÓ chøng minh ®−îc r»ng : NÕu ®iÓm M cã to¹ ®é (x ; y) 

tho¶ m·n (1) th× 1 ,
cx

MF a
a

   2
cx

MF a
a

   , do ®ã MF1  MF2  2a, tøc 

lµ M thuéc elip (E). 

Ph−¬ng tr×nh (1) gäi lµ ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña elip ®· cho.  
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VÝ dô 1. Cho ba ®iÓm F1( 5  ; 0), F2( 5  ; 0) vµ I(0 ; 3). 

a) H·y viÕt ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña elip cã tiªu ®iÓm lµ F1, F2 vµ ®i qua I. 

b) Khi M ch¹y trªn elip ®ã, kho¶ng c¸ch MF1 cã gi¸ trÞ nhá nhÊt vµ gi¸ trÞ 

lín nhÊt b»ng bao nhiªu ? 

Gi¶i 

a) Elip cã ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c 
2 2

2 2
1

x y

a b
  . §iÓm I(0 ; 3) n»m trªn elip 

®· cho nªn 
2

2 2

0 3
1

a b
  , suy ra b

2
  9. Theo gi¶ thiÕt, tiªu cù cña elip ®ã 

lµ 2c  F1F2  2 5 . VËy c  5 . Do ®ã a
2
  b

2
  c

2
  9  5  14. 

VËy elip cÇn t×m cã ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c lµ 
2 2

1
14 9

x y
  . 

b) Theo c«ng thøc vÒ ®é dµi b¸n kÝnh qua tiªu, ta cã MF1  a  
cx

a
. V× 

 a  x  a nªn 1
ca ca

a MF a
a a

     hay 1 .a c MF a c     Do ®ã 

MF1 cã gi¸ trÞ nhá nhÊt lµ a  c  14 5  khi x   a vµ cã gi¸ trÞ lín 

nhÊt lµ a  c  14 5  khi x  a. 

VÝ dô 2. ViÕt ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña elip ®i qua hai ®iÓm M(0 ; 1) vµ 

3
1;

2
N
 
 
 

. X¸c ®Þnh to¹ ®é c¸c tiªu ®iÓm cña elip ®ã. 

Gi¶i. Ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña elip cã d¹ng 
2 2

2 2
1

x y

a b
   víi  a > b > 0. 

Elip ®i qua M(0 ; 1) nªn 
2

1
1

b
  hay 2 1.b   Elip ®ã ®i qua 

3
1 ;

2
N
 
 
 

 

nªn 
2 2

1 3
1,

4a b
   suy ra 2 4.a   VËy elip cÇn t×m cã ph−¬ng tr×nh chÝnh 

t¾c lµ 

2 2

1.
4 1

x y
   
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Ta cã 2 2 2 4 1 3.c a b      VËy to¹ ®é c¸c tiªu ®iÓm cña elip ®ã lµ 

1 ( 3 ; 0)F    vµ 2 ( 3 ; 0).F   

3. H×nh d¹ng cña elip 

a) TÝnh ®èi xøng cña elip 

?3  Cho elip cã ph−¬ng tr×nh (1) vµ mét ®iÓm M(x0 ; y0) n»m trªn elip. Hái 

c¸c ®iÓm sau ®©y cã n»m trªn elip kh«ng ? 

M1(x0 ; y0), M2(x0 ; y0), M3(x0 ; y0). 

Tõ ®ã suy ra 

Elip cã ph−¬ng tr×nh (1) nhËn c¸c trôc to¹ ®é lµm c¸c trôc 

®èi xøng vµ gèc to¹ ®é lµm t©m ®èi xøng. 

b) H×nh ch÷ nhËt c¬ së 

Elip víi ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c (1), c¾t trôc Ox t¹i hai ®iÓm A1 vµ A2, c¾t 

trôc Oy t¹i hai ®iÓm B1 vµ B2. Bèn ®iÓm ®ã gäi lµ c¸c ®Ønh cña elip. Trôc 

Ox ®−îc gäi lµ trôc lín, trôc Oy ®−îc gäi lµ trôc bÐ (hay trôc nhá). Ng−êi 

ta còng gäi ®o¹n A1A2 lµ trôc lín, 

®o¹n B1B2 lµ trôc bÐ. §é dµi trôc 

lín lµ 2a, ®é dµi trôc bÐ lµ 2b. 

VÏ qua A1 vµ A2 hai ®−êng th¼ng 

song song víi trôc tung, vÏ qua B1 

vµ B2 hai ®−êng th¼ng song song 

víi trôc hoµnh. Bèn ®−êng th¼ng 

®ã t¹o thµnh h×nh ch÷ nhËt PQRS. 

Ta gäi h×nh ch÷ nhËt ®ã lµ h×nh 
ch÷ nhËt c¬ së cña elip (h. 82). 

?4  NÕu xÐt ®iÓm M(x ; y) n»m trªn elip cã ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c (1) th× gi¸ 

trÞ nhá nhÊt vµ lín nhÊt cña x lµ bao nhiªu ? Gi¸ trÞ nhá nhÊt vµ lín nhÊt 

cña y lµ bao nhiªu ? 

Tõ ®ã suy ra 

Mäi ®iÓm cña elip nÕu kh«ng ph¶i lµ ®Ønh ®Òu n»m trong h×nh ch÷ 

nhËt c¬ së cña nã. Bèn ®Ønh cña elip lµ trung ®iÓm c¸c c¹nh cña 

h×nh ch÷ nhËt c¬ së. 
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c) T©m sai cña elip 

TØ sè gi÷a tiªu cù vµ ®é dµi trôc lín cña elip gäi lµ t©m sai 

cña elip vµ ®−îc kÝ hiÖu lµ e, tøc lµ .
c

e
a

  

Râ rµng lµ 0 < e < 1. H¬n n÷a, do 
2 2

21
a cb

e
a a


    nªn 

 NÕu t©m sai e cµng bÐ (tøc lµ cµng gÇn 0) 

th× b cµng gÇn a vµ h×nh ch÷ nhËt c¬ së 

cµng gÇn víi h×nh vu«ng, do ®ã ®−êng elip 

cµng "bÐo" ; 

 NÕu t©m sai e cµng lín (tøc lµ cµng gÇn 1) th× 

tØ sè 
b

a
 cµng gÇn tíi 0 vµ h×nh ch÷ nhËt c¬ së 

cµng "dÑt", do ®ã ®−êng elip cµng "gÇy" (h. 83). 

VÝ dô 3. Mét ®−êng hÇm xuyªn qua nói cã chiÒu réng lµ 20 m, mÆt c¾t 

®øng cña ®−êng hÇm cã d¹ng nöa elip nh− h×nh 84. BiÕt r»ng t©m sai cña 

®−êng elip lµ e  0,5. H·y t×m chiÒu cao cña ®−êng hÇm ®ã. 

Gi¶i. Gäi chiÒu cao cña ®−êng hÇm lµ b. 

Nöa trôc lín cña elip lµ a  10 m. Elip cã 

nöa tiªu cù lµ c  a.e  5 (m). 

ChiÒu cao cña hÇm lµ 

2 2 100 25 8,7 (m).b a c      

d) Elip vµ phÐp co ®−êng trßn 

Bµi to¸n. Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é, cho ®−êng trßn (C ) cã ph−¬ng tr×nh 

2 2 2x y a   vµ mét sè k (0 < k < 1). Víi mçi ®iÓm M(x ; y) trªn (C ), lÊy 

®iÓm M'(x' ; y') sao cho x'  x vµ y'  ky. T×m tËp hîp c¸c ®iÓm M'. 

Gi¶i. Tõ x'  x, y'  ky suy ra x  x', y  
'y

k
. §iÓm M thuéc ®−êng trßn (C ) 

khi vµ chØ khi 2 2 2x y a  , tøc lµ 
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2
2 2

2

'
'

y
x a

k
    

2 2

2 2

' '
1

( )

x y

a ka
  . 

§Æt b  ka, ta ®−îc tËp hîp c¸c ®iÓm M' lµ 
elip (E) cã ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c 

2 2

2 2
1

x y

a b
  . 

Ng−êi ta nãi : PhÐp co vÒ trôc hoµnh theo hÖ 

sè k biÕn ®−êng trßn (C ) thµnh elip (E). 

 

Em cã  b iÕ t  ?  

 
 
 

Nhµ thiªn v¨n häc ng−êi §øc Kª-ple (J. Kepler) ®· chøng minh r»ng : Mçi hµnh 
tinh trong hÖ MÆt Trêi ®Òu chuyÓn ®éng theo quü ®¹o lµ mét ®−êng elip mµ t©m 
MÆt Trêi lµ mét tiªu ®iÓm. 

T©m sai cña c¸c quü ®¹o cña 8 hµnh tinh ®· quen thuéc 
trong hÖ MÆt Trêi nh− sau : 

Sao Kim :  e  0,0068 Tr¸i §Êt :    e  0,0167 

Sao Méc :  e  0,0484 Sao H¶i V−¬ng :  e  0,0082 

Sao Thuû :  e  0,2056 Sao Thiªn V−¬ng : e  0,0460 

Sao Thæ :  e  0,0543  

Sao Ho¶ :  e  0,0934. 

Trong c¸c hµnh tinh trªn th× Sao Kim, Tr¸i §Êt vµ Sao 
H¶i V−¬ng cã quü ®¹o gÇn gièng ®−êng trßn h¬n. 

Ngoµi ra, chóng ta còng biÕt r»ng MÆt Tr¨ng quay quanh Tr¸i §Êt theo quü ®¹o 
lµ mét ®−êng elip mµ t©m Tr¸i §Êt lµ mét tiªu ®iÓm. T©m sai cña quü ®¹o nµy lµ 

e  0,0549. 

C©u hái vµ bµi tËp 

30. Cho elip (E) cã ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c 
2 2

2 2
1

x y

a b
  . Hái trong c¸c mÖnh 

®Ò sau, mÖnh ®Ò nµo ®óng ? 

(1571 1630)
Johannes Kepler



 

 

 

 

 

 

 

H×nh 85. PhÐp co vÒ trôc 

hoµnh theo hÖ sè 
1

2
k   biÕn 

®−êng trßn (C ) thµnh elip (E). 
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a) Tiªu cù cña (E) lµ 2c, trong ®ã 2 2 2c a b  . 

b) (E) cã ®é dµi trôc lín b»ng 2a, ®é dµi trôc bÐ b»ng 2b. 

c) (E) cã t©m sai .
c

e
a

   

d) To¹ ®é c¸c tiªu ®iÓm cña (E) lµ 1 ( ; 0),F c   2 ( ; 0)F c . 

e) §iÓm (b ; 0) lµ mét ®Ønh cña (E). 

31. T×m to¹ ®é c¸c tiªu ®iÓm, c¸c ®Ønh, ®é dµi trôc lín, ®é dµi trôc bÐ cña mçi 

elip cã ph−¬ng tr×nh sau 

a) 
2 2

1
25 4

x y
   ;    b) 

2 2

1
9 4

x y
   ;     c) 2 24 4.x y   

32. ViÕt ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña ®−êng elip (E) trong mçi tr−êng hîp sau 

a) (E) cã ®é dµi trôc lín b»ng 8 vµ t©m sai e  
3

2
 ; 

b) (E) cã ®é dµi trôc bÐ b»ng 8 vµ tiªu cù b»ng 4 ; 

c) (E) cã mét tiªu ®iÓm lµ F ( 3  ; 0) vµ ®i qua ®iÓm 
3

1 ; .
2

M
 
 
 

 

33. Cho elip (E) : 
2 2

1
9 1

x y
  . 

a) TÝnh ®é dµi d©y cung cña (E) ®i qua mét tiªu ®iÓm vµ vu«ng gãc víi trôc 

tiªu (®o¹n th¼ng nèi hai ®iÓm cña elip gäi lµ d©y cung cña elip, trôc chøa 

c¸c tiªu ®iÓm gäi lµ trôc tiªu cña elip). 

b) T×m trªn (E) ®iÓm M sao cho MF1  2MF2, trong ®ã F1, F2 lÇn l−ît lµ 

c¸c tiªu ®iÓm cña (E) n»m bªn tr¸i vµ bªn ph¶i trôc tung. 

34. VÖ tinh nh©n t¹o ®Çu tiªn ®−îc Liªn X« (cò) phãng tõ Tr¸i §Êt n¨m 1957. 

Quü ®¹o cña vÖ tinh ®ã lµ mét ®−êng elip nhËn t©m cña Tr¸i §Êt lµ mét 

tiªu ®iÓm. Ng−êi ta ®o ®−îc vÖ tinh c¸ch bÒ mÆt Tr¸i §Êt gÇn nhÊt lµ 

583 dÆm vµ xa nhÊt lµ 1342 dÆm (1 dÆm  1,609 km). T×m t©m sai cña quü 

®¹o ®ã biÕt b¸n kÝnh cña Tr¸i §Êt xÊp xØ 4000 dÆm. 

35. Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy, cho ®iÓm A ch¹y trªn trôc Ox, ®iÓm B ch¹y 

trªn trôc Oy nh−ng ®é dµi ®o¹n AB b»ng a kh«ng ®æi. T×m tËp hîp c¸c 

®iÓm M thuéc ®o¹n AB sao cho MB  2MA. 
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§−êng hypebol 

 
 

§−êng hypebol còng lµ mét ®−êng quen thuéc ®èi víi chóng ta, ch¼ng h¹n 

 §å thÞ cña hµm sè 
1

y
x

  lµ mét ®−êng hypebol (h. 86a) ; 

 Quan s¸t vïng s¸ng h¾t lªn bøc t−êng tõ mét ®Ìn bµn ; vïng s¸ng nµy 
cã hai m¶ng, mçi m¶ng ®−îc giíi h¹n bëi mét phÇn cña mét ®−êng 
hypepol (h. 86b). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

a)                b) 

H×nh 86 

1.  §Þnh nghÜa ®−êng hypepol 

§Þnh nghÜa 

Cho hai ®iÓm cè ®Þnh F1, F2 cã 

kho¶ng c¸ch F1F2  2c (c > 0). §−êng 
hypebol (cßn gäi lµ hypebol) lµ tËp hîp 

c¸c ®iÓm M sao cho 1 2 2 ,MF MF a   

trong ®ã a lµ sè d−¬ng cho tr−íc nhá 
h¬n c (h. 87). 

Hai ®iÓm F1, F2 gäi lµ c¸c tiªu ®iÓm 

cña hypebol. Kho¶ng c¸ch F1F2  2c gäi lµ tiªu cù cña hypebol. 

 

 

 

 

 

 

H×nh 87 

6 

y

x
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Cã thÓ vÏ hypebol nh− sau (h. 88) : LÊy mét th−íc th¼ng cã mÐp AB vµ mét sîi d©y 

kh«ng ®µn håi cã chiÒu dµi l nhá h¬n chiÒu dµi AB cña th−íc vµ l > AB  F1F2. §ãng 

hai chiÕc ®inh lªn mÆt mét b¶ng gç t¹i 1,F  2.F  §Ýnh mét ®Çu d©y vµo ®iÓm A vµ ®Çu 

d©y kia vµo 2.F  §Æt th−íc sao cho ®iÓm B trïng víi 1F  vµ lÊy ®Çu bót ch× t× s¸t sîi 

d©y vµo th−íc th¼ng sao cho sîi d©y lu«n bÞ c¨ng råi cho th−íc quay quanh 1,F  mÐp 

th−íc lu«n ¸p s¸t mÆt gç. Khi ®ã, ®Çu bót ch× C sÏ v¹ch nªn mét ®−êng cong. Ta sÏ 

chøng tá ®−êng cong ®ã lµ mét phÇn cña ®−êng hypebol. ThËt vËy, ta cã 

CF1  CF2  (CF1  CA)  (CF2  CA)  AB  l   kh«ng ®æi. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 88 

2.  Ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña hypebol 

Cho hypebol (H) nh− trong ®Þnh nghÜa trªn. 

Ta chän hÖ trôc to¹ ®é Oxy cã gèc lµ trung 

®iÓm cña ®o¹n th¼ng F1F2, trôc Oy lµ ®−êng 

trung trùc cña F1F2 vµ F2 n»m trªn tia Ox. 

Khi ®ã F1  ( c ; 0), F2  (c ; 0) (h. 89). 

1 

Gi¶ sö ®iÓm M(x ; y) n»m trªn hypebol (H). H·y tÝnh biÓu thøc 
2 2

1 2MF MF  vµ sö 

dông gi¶ thiÕt 1 2 2MF MF a   ®Ó suy ra 

1
cx

MF a
a

   vµ 2
cx

MF a
a

  . 

C¸c ®o¹n th¼ng 1MF , 2MF  ®−îc gäi lµ b¸n kÝnh qua tiªu cña ®iÓm M. 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 89 
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B©y giê ta sÏ lËp ph−¬ng tr×nh cña hypebol (H) ®èi víi hÖ to¹ ®é ®· chän. 

Ta cã 

1MF  2 2( )
cx

x c y a
a

     hay 

2
2 2( )

cx
x c y a

a

     
 

. 

Rót gän ®¼ng thøc trªn ta ®−îc 
2

2 2 2 2

2
1

c
x y a c

a

 
     

 
 hay 

2 2

2 2 2
1

x y

a a c
 


. Chó ý r»ng a

2
  c

2
 < 0 nªn ta cã thÓ ®Æt a

2
  c

2
   b

2
 

hay b
2
  c

2
  a

2
 (víi b > 0), vµ ta ®−îc 

 

     
2 2

2 2
1

x y

a b
   (a > 0, b > 0).      (1) 

Ng−îc l¹i, cã thÓ chøng minh ®−îc r»ng : NÕu ®iÓm M cã to¹ ®é (x ; y) tho¶ 

m·n (1) th× 1
cx

MF a
a

  , 2
cx

MF a
a

   vµ do ®ã 1 2 2 ,MF MF a   tøc 

lµ M thuéc hypebol (H). 

Ph−¬ng tr×nh (1) ®−îc gäi lµ ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña hypebol. 

3.  H×nh d¹ng cña hypebol 

2 
Tõ ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c (1) cña hypebol, h·y gi¶i thÝch v× sao nã cã c¸c tÝnh 

chÊt sau 

a) Gèc to¹ ®é O lµ t©m ®èi xøng cña hypebol. Ox, Oy lµ hai trôc ®èi xøng cña hypebol. 

b) Hypebol c¾t trôc Ox t¹i hai ®iÓm vµ kh«ng c¾t trôc Oy. 

Ngoµi ra, ®èi víi hypebol cã ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c (1), ta cßn cã c¸c 

kh¸i niÖm sau ®©y 

 Trôc Ox (chøa hai tiªu ®iÓm) gäi lµ trôc thùc, trôc Oy gäi lµ trôc ¶o cña 

hypebol. Hai giao ®iÓm cña hypebol víi trôc Ox gäi lµ hai ®Ønh cña hypebol. 

Ng−êi ta còng gäi ®o¹n th¼ng nèi hai ®Ønh cña hypebol lµ trôc thùc. Kho¶ng 

c¸ch 2a gi÷a hai ®Ønh gäi lµ ®é dµi trôc thùc, 2b gäi lµ ®é dµi trôc ¶o. 
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 Hypebol gåm hai phÇn n»m hai bªn trôc ¶o, mçi phÇn gäi lµ mét nh¸nh 

cña hypebol. 

 Ta còng gäi, gièng nh− víi elip, tØ sè gi÷a tiªu cù vµ ®é dµi trôc thùc lµ 

t©m sai cña hypebol, kÝ hiÖu lµ e, tøc lµ 
c

e
a
 . Chó ý r»ng ta lu«n cã e > 1. 

VÝ dô. Cho hypebol (H) : 

2 2

1
9 4

x y
  . 

X¸c ®Þnh to¹ ®é c¸c ®Ønh, c¸c tiªu ®iÓm vµ tÝnh t©m sai, ®é dµi trôc thùc, 

®é dµi trôc ¶o cña (H). 

Gi¶i. Hypebol (H) cã a
2
  9, b

2
  4 nªn a  3, b  2, c

2
  a

2
  b

2
  13, 

c  13 . VËy hypebol (H) cã c¸c tiªu ®iÓm F1  ( 13  ; 0), F2  ( 13  ; 0) ; 

c¸c ®Ønh A1  (3 ; 0), A2  (3 ; 0) ; t©m sai e  
13

3
 ; ®é dµi trôc thùc 

2a  6 ; ®é dµi trôc ¶o 2b  4. 

 H×nh ch÷ nhËt t¹o bëi c¸c ®−êng th¼ng x   a, 

y   b gäi lµ h×nh ch÷ nhËt c¬ së cña hypebol 

cã ph−¬ng tr×nh (1) (h. 90). Hai ®−êng th¼ng 

chøa hai ®−êng chÐo cña h×nh ch÷ nhËt c¬ së gäi 

lµ hai ®−êng tiÖm cËn cña hypebol. Ph−¬ng tr×nh 

hai ®−êng tiÖm cËn ®ã lµ 

b
y x

a
  . 

3  

Cho hypebol (H) : 
2 2

1
4 1

x y
  . LÊy ®iÓm 0 0( ; )M x y  trªn (H) víi 0 0,x   0 0.y   

Chøng tá r»ng kho¶ng c¸ch tõ M ®Õn ®−êng tiÖm cËn 
2

x
y   b»ng 

0 0

4
.

5( 2 )x y
 

NhËn xÐt g× vÒ kho¶ng c¸ch ®ã khi 0x  t¨ng dÇn ? 

Nh− vËy, khi ®iÓm M trªn hypebol cµng xa gèc to¹ ®é th× kho¶ng c¸ch tõ 

®iÓm ®ã ®Õn mét trong hai ®−êng tiÖm cËn cµng nhá ®i, ®iÒu ®ã còng cã 

nghÜa lµ ®iÓm M ngµy cµng gÇn s¸t ®−êng tiÖm cËn ®ã (®iÒu nµy gi¶i thÝch 

ý nghÜa cña tõ "tiÖm cËn"). 

 

 

 

 

 
 

H×nh 90 
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Em cã  b iÕ t  ?  

 
 

 

Hai ®−êng trßn kh«ng ®ång t©m (O ; R) vµ (O' ; R') cã ®iÓm chung M th× hiÓn nhiªn 

,MO MO' R R'    nªn khi gi÷ O, O' cè ®Þnh vµ cho R, R' thay ®æi sao cho 

2R R' a   kh«ng ®æi (a > 0) th× c¸c giao ®iÓm M cïng n»m trªn mét hypebol víi 

tiªu ®iÓm lµ O vµ O'. 

H×nh 91 minh ho¹ nh÷ng hypebol nh− thÕ víi c¸c gi¸ trÞ kh¸c nhau cña a. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 91 

C©u hái vµ bµi tËp 

36. Cho hypebol (H) cã ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c 
2 2

2 2
1

x y

a b
  . Hái trong c¸c 

mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nµo ®óng ? 

a) Tiªu cù cña (H) lµ 2c, trong ®ã c
2
  a

2
  b

2
. 

b) (H) cã ®é dµi trôc thùc b»ng 2a, ®é dµi trôc ¶o b»ng 2b. 

c) Ph−¬ng tr×nh hai ®−êng tiÖm cËn cña (H) lµ 
a

y x
b

  . 

d) T©m sai cña (H) lµ 
c

e
a

  > 1. 
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37. T×m to¹ ®é c¸c tiªu ®iÓm, c¸c ®Ønh ; ®é dµi trôc thùc, trôc ¶o vµ ph−¬ng 
tr×nh c¸c ®−êng tiÖm cËn cña mçi hypebol cã ph−¬ng tr×nh sau 

a) 
2 2

1
9 4

x y
   ;    b) 

2 2

1
9 16

x y
   ;   c) 2 29 9.x y   

38. Cho ®−êng trßn (C ) t©m F1, b¸n kÝnh R vµ mét ®iÓm F2 ë ngoµi (C ). 

Chøng minh r»ng tËp hîp t©m c¸c ®−êng trßn ®i qua F2, tiÕp xóc víi (C ) lµ 

mét ®−êng hypebol. ViÕt ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña hypebol ®ã. 

39. ViÕt ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña hypebol (H) trong mçi tr−êng hîp sau 

a) (H) cã mét tiªu ®iÓm lµ (5 ; 0) vµ ®é dµi trôc thùc b»ng 8 ; 

b) (H) cã tiªu cù b»ng 2 3 , mét ®−êng tiÖm cËn lµ 
2

3
y x  ; 

c) (H) cã t©m sai 5e   vµ ®i qua ®iÓm  10 ; 6 .  

40. Chøng minh r»ng tÝch c¸c kho¶ng c¸ch tõ mét ®iÓm bÊt k× thuéc hypebol 
®Õn hai ®−êng tiÖm cËn cña nã lµ mét sè kh«ng ®æi. 

41. Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é cho hai ®iÓm 1( 2 ; 2)F    vµ 2( 2 ; 2).F  

Chøng minh r»ng víi mçi ®iÓm M(x ; y) n»m trªn ®å thÞ hµm sè 
1

y
x

 , ta 

®Òu cã 

2
2

1
1

2MF x
x

    
 

 ;   

2
2
2

1
2 .MF x

x

    
 

 

Tõ ®ã suy ra 1 2 2 2.MF MF   

§−êng para bol 

 

 

Trong thùc tÕ ta còng th−êng gÆp ®−êng parabol, ch¼ng h¹n : 

 §å thÞ cña hµm sè y  ax
2
  bx  c (víi a  0) lµ mét ®−êng parabol ; 

 C¸c tia n−íc phun ra tõ vßi phun n−íc (th−êng gÆp ë c¸c v−ên hoa hay 
khi t−íi c©y) lµ nh÷ng ®−êng parabol ; 

 §−êng ®i cña viªn ®¹n ®¹i b¸c lµ mét ®−êng parabol. 

7 
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1.  §Þnh nghÜa ®−êng parabol 

Cho mét ®iÓm F cè ®Þnh vµ mét ®−êng 

th¼ng  cè ®Þnh kh«ng ®i qua F. TËp hîp 

c¸c ®iÓm M c¸ch ®Òu F vµ  ®−îc gäi lµ 

®−êng parabol (hay parabol) (h. 92). 

§iÓm F ®−îc gäi lµ tiªu ®iÓm cña parabol. 

§−êng th¼ng  ®−îc gäi lµ ®−êng chuÈn 

cña parabol. 

Kho¶ng c¸ch tõ F ®Õn  ®−îc gäi lµ tham sè tiªu cña parabol. 

Ta cã thÓ vÏ parabol víi tiªu ®iÓm F 

vµ ®−êng chuÈn  nh− sau (h. 93) : 

LÊy mét ªke ABC (vu«ng ë A) vµ mét 

®o¹n d©y kh«ng ®µn håi, cã ®é dµi 

b»ng AB. §Ýnh mét ®Çu d©y vµo ®iÓm 

F, ®Çu kia vµo ®Ønh B cña ªke. §Æt 

ªke sao cho c¹nh AC n»m trªn , lÊy 

®Çu bót ch× Ðp s¸t sîi d©y vµo c¹nh 

AB vµ gi÷ c¨ng sîi d©y råi cho c¹nh 

AC cña ªke tr−ît trªn . Khi ®ã ®Çu 

M cña bót ch× sÏ v¹ch nªn mét phÇn 

cña parabol (v× ta lu«n cã MF  MA). 

2.  Ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña parabol 

Cho parabol víi tiªu ®iÓm F vµ ®−êng chuÈn . 

KÎ FP vu«ng gãc víi   P  . §Æt FP  p (tham 

sè tiªu). Ta chän hÖ trôc to¹ ®é Oxy sao cho O lµ 

trung ®iÓm cña FP vµ ®iÓm F n»m trªn tia Ox (h. 94). 

Nh− vËy ta cã ; 0
2

p
F

   
 

, ; 0
2

p
P

   
 

 vµ ph−¬ng 

tr×nh cña ®−êng th¼ng  lµ x  0
2

p
 . §iÓm M(x ; y) 

n»m trªn parabol ®· cho khi vµ chØ khi kho¶ng c¸ch MF b»ng kho¶ng c¸ch 

tõ M tíi , tøc lµ 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 92 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 93 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 94 
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2
2

2

p
x y

   
 

  
2

p
x  . 

B×nh ph−¬ng hai vÕ cña ®¼ng thøc ®ã råi rót gän , ta ®−îc 

      2 2y px  (p > 0).          (1) 

Ph−¬ng tr×nh (1) gäi lµ ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña parabol. 

Tõ ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña parabol, h·y chøng tá nh÷ng tÝnh chÊt sau ®©y 

cña parabol 

a) Parabol n»m vÒ bªn ph¶i cña trôc tung. 

b) Ox lµ trôc ®èi xøng cña parabol. 

c) Parabol c¾t trôc Ox t¹i ®iÓm O vµ ®ã còng lµ ®iÓm duy nhÊt cña Oy thuéc 

parabol. Gèc to¹ ®é O ®−îc gäi lµ ®Ønh cña parabol. 

VÝ dô. ViÕt ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña parabol ®i qua ®iÓm M(2 ; 5). 

Gi¶i. Ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña parabol cã d¹ng y
2
  2px. Thay to¹ ®é cña 

M vµo ph−¬ng tr×nh ta ®−îc 25  2.p.2, suy ra p  
25

4
. Tõ ®ã ta ®−îc 

ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña parabol ®· cho lµ y
2
  

25

2
x. 

  Chó ý 

ë m«n §¹i sè, chóng ta ®· gäi ®å thÞ cña hµm sè bËc hai 

y  ax
2
  bx  c 

lµ mét ®−êng parabol. 

Së dÜ ta gäi nh− thÕ v× ®å thÞ ®ã còng tho¶ m·n 

®Þnh nghÜa cña ®−êng parabol mµ ta võa tr×nh 

bµy ë trªn. 

Ch¼ng h¹n, ®å thÞ hµm sè y  ax
2 (a  0) lµ 

parabol cã tiªu ®iÓm 
1

0 ;
4

F
a

 
 
 

 vµ ®−êng 

chuÈn  cã ph−¬ng tr×nh 
1

0
4

y
a

   (h. 95).  
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C©u hái vµ bµi tËp 

42. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nµo ®óng ? 

a) y
2
  2x lµ ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña parabol. 

b) y  x
2
 lµ ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña parabol. 

c) Parabol (P) : y
2
  2x cã tiªu ®iÓm F(0,5 ; 0) vµ cã ®−êng chuÈn 

 : x  0,5  0. 

d) Parabol y
2
  2px (p > 0) cã tiªu ®iÓm F(p ; 0) vµ cã ®−êng chuÈn 

 : x  p  0. 

43. ViÕt ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña parabol (P) trong mçi tr−êng hîp sau 

a) (P) cã tiªu ®iÓm F(3 ; 0) ; 

b) (P) ®i qua ®iÓm M(1 ; 1) ; 

c) (P) cã tham sè tiªu lµ 
1

3
p . 

44. Cho parabol y
2
  2px. T×m ®é dµi d©y cung cña parabol vu«ng gãc víi trôc 

®èi xøng t¹i tiªu ®iÓm cña parabol (d©y cung cña parabol lµ ®o¹n th¼ng nèi 

hai ®iÓm cña parabol). 

45. Cho d©y cung AB ®i qua tiªu ®iÓm cña parabol (P). Chøng minh r»ng 

kho¶ng c¸ch tõ trung ®iÓm I cña d©y AB ®Õn ®−êng chuÈn cña (P) b»ng 

1

2
AB . Tõ ®ã cã nhËn xÐt g× vÒ ®−êng trßn ®−êng kÝnh AB ? 

46. Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy cho ®iÓm F(1 ; 2). T×m hÖ thøc gi÷a x, y ®Ó 

®iÓm M(x ; y) c¸ch ®Òu ®iÓm F vµ trôc hoµnh. 

B a  ®−ê n g  c « n i c  

 

 

Kh«ng ph¶i chØ parabol míi cã ®−êng chuÈn, d−íi ®©y chóng ta sÏ thÊy r»ng 
elip vµ hypebol còng cã ®−êng chuÈn. T−¬ng tù ®Þnh nghÜa cña parabol, ta 
còng cã thÓ ®Þnh nghÜa elip vµ hypebol dùa vµo ®−êng chuÈn vµ tiªu ®iÓm 
cña chóng. 

8 
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1.  §−êng chuÈn cña elip 

Cho elip cã ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c 
2 2

2 2
1

x y

a b
   (a > b > 0). Khi ®ã ®−êng 

th¼ng 1 : x 
a

e
  0 gäi lµ ®−êng chuÈn 

cña elip, øng víi tiªu ®iÓm F1( c ; 0) ;  

§−êng th¼ng 2 : x  
a

e
  0 gäi lµ 

®−êng chuÈn cña elip, øng víi tiªu ®iÓm 

F2(c ; 0) (h. 96). 

TÝnh chÊt 

Víi mäi ®iÓm M cña elip, ta lu«n cã 

1 2

1 2( ; ) ( ; )

MF MF
e

d M d M
 

 
   (e < 1). 

Chøng minh 

Víi M(x ; y) thuéc elip, ta cã 

MF1  
c

a x a ex
a

    vµ 1( ; )
a exa

d M x
e e


     

a ex

e


. 

Suy ra    1

1( ; )

MF
e

d M



. 

Chøng minh t−¬ng tù ta còng cã  2

2( ; )

MF
e

d M



. 

2.  §−êng chuÈn cña hypebol 

Ta còng ®Þnh nghÜa ®−êng chuÈn cña hypebol 

t−¬ng tù nh− ®èi víi elip (h. 97). Cho hypebol 

(H) cã ph−¬ng tr×nh 
2 2

2 2
1.

x y

a b
   C¸c ®−êng 

th¼ng 1 : x  
a

e
  0 vµ 2 : x  

a

e
  0 gäi lµ 
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c¸c ®−êng chuÈn cña (H) lÇn l−ît øng víi c¸c tiªu ®iÓm F1( c ; 0) vµ 

F2(c ; 0). 

Ta còng dÔ dµng chøng minh ®−îc tÝnh chÊt sau 

Víi mäi ®iÓm M n»m trªn (H), ta lu«n cã 

1 2

1 2( ; ) ( ; )

MF MF
e

d M d M
 

 
  (e > 1). 

Tõ nh÷ng kÕt qu¶ trªn, ta nhËn thÊy r»ng ba ®−êng elip, hypebol, parabol 
®Òu cã thÓ ®−îc ®Þnh nghÜa dùa trªn tiªu ®iÓm vµ ®−êng chuÈn. Ba ®−êng 
®ã cã tªn chung lµ ®−êng c«nic. 

3.  §Þnh nghÜa ®−êng c«nic 

Cho ®iÓm F cè ®Þnh vµ ®−êng th¼ng  cè ®Þnh kh«ng ®i qua F.  

TËp hîp c¸c ®iÓm M sao cho tØ sè 
( ; )

MF

d M 
 b»ng mét sè 

d−¬ng e cho tr−íc ®−îc gäi lµ ®−êng c«nic.  

§iÓm F gäi lµ tiªu ®iÓm,  gäi lµ ®−êng chuÈn vµ e gäi lµ 
t©m sai cña ®−êng c«nic. 

Tõ ®Þnh nghÜa trªn, kÕt hîp víi tÝnh chÊt cña elip, parabol, hypebol, ta cã 

Elip lµ ®−êng c«nic cã t©m sai e < 1 ; 

Parabol lµ ®−êng c«nic cã t©m sai e  1 ; 

Hypebol lµ ®−êng c«nic cã t©m sai e > 1. 

C©u hái vµ bµi tËp 

47. X¸c ®Þnh tiªu ®iÓm vµ ®−êng chuÈn cña c¸c ®−êng c«nic sau 

a) y
2
  14x ;     b) 

2 2

1
10 7

x y
   ;    c) 

2 2

1.
14 1

x y
   

48. Cho ®−êng th¼ng  : x  y  1  0 vµ ®iÓm F(1 ; 1). ViÕt ph−¬ng tr×nh cña 

®−êng c«nic nhËn F lµ tiªu ®iÓm vµ  lµ ®−êng chuÈn trong mçi tr−êng hîp 
sau ®©y 

a) T©m sai e  1 ;   b) T©m sai e  2  ;   c) T©m sai e  
1

.
2
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¤n tËp ch−¬ n g  I I I  

I - Tãm t¾t nh÷ng kiÕn thøc cÇn nhí 

1. C¸c ®Þnh nghÜa 

a) n


 lµ mét vect¬ ph¸p tuyÕn cña ®−êng th¼ng  nÕu 0n 


 vµ gi¸ cña n


 

vu«ng gãc víi . 

    u


 lµ vect¬ chØ ph−¬ng cña ®−êng th¼ng  nÕu 0u 


 vµ gi¸ cña u


 song 

song hoÆc trïng víi . 

b) Elip : TËp c¸c ®iÓm M tho¶ m·n MF1 MF2  2a  (F1F2  2c, 0 < c < a). 

    Hypebol : TËp c¸c ®iÓm M tho¶ m·n |MF1 MF2|  2a (F1F2  2c, c > a > 0). 

   Parabol : TËp c¸c ®iÓm M tho¶ m·n MF  d(M ; )  (d(F ; )  p > 0). 

   §−êng c«nic : TËp c¸c ®iÓm M tho¶ m·n 0.
( ; )

MF
e

d M
 


 

       NÕu e < 1 th× ®−êng c«nic lµ elip. 

       NÕu e  1 th× ®−êng c«nic lµ parabol. 

       NÕu e > 1 th× ®−êng c«nic lµ hypebol. 

2. Ph−¬ng tr×nh c¸c ®−êng 

a) Ph−¬ng tr×nh ®−êng th¼ng  

 D¹ng tæng qu¸t 

  ax  by  c  0 2 2( 0),a b   ( ; )n a b


 lµ mét vect¬ ph¸p tuyÕn. 

 D¹ng tham sè 

0

0

x x at

y y bt

 
  

 2 2( 0),a b   

 D¹ng chÝnh t¾c 

0 0x x y y

a b

 
  (a  0, b  0) 

ë d¹ng tham sè vµ d¹ng chÝnh t¾c, ®−êng th¼ng ®i qua ®iÓm 0 0( ; )x y  vµ 

cã vect¬ chØ ph−¬ng ( ; ).u a b

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b) Ph−¬ng tr×nh ®−êng trßn 

 §−êng trßn t©m I(x0 ; y0), b¸n kÝnh R cã ph−¬ng tr×nh 

(x  x0)
2
  (y  y0)

2
  R

2
. 

 Ph−¬ng tr×nh x
2
  y

2  2ax  2by  c  0, víi a
2
  b

2
  c > 0, lµ ph−¬ng 

tr×nh ®−êng trßn cã t©m I ( a ;  b) vµ b¸n kÝnh R  2 2 .a b c    

c) Ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña ba ®−êng c«nic vµ c¸c yÕu tè liªn quan 

 Elip : 
2 2

2 2
1

x y

a b
   (a > b > 0), c

2
  a

2
  b

2
. C¸c tiªu ®iÓm 1( ; 0),F c  

2( ; 0)F c  ; trôc lín 2a, trôc bÐ 2b ; t©m sai 1,
c

e
a

   ®−êng chuÈn .
a

x
e

   

 Hypebol : 
2 2

2 2
1

x y

a b
   (a > 0, b > 0), 2 2 2.c a b   C¸c tiªu ®iÓm 

1( ; 0),F c  2( ; 0)F c  ; trôc thùc 2a, trôc ¶o 2b ; t©m sai 1,
c

e
a

   ®−êng 

chuÈn ,
a

x
e

   tiÖm cËn .
b

y x
a

   

 Parabol : y
2
  2px (p > 0). Tiªu ®iÓm ; 0 ,

2

p
F
 
 
 

 t©m sai e  1, ®−êng 

chuÈn .
2

p
x    

3. Kho¶ng c¸ch vµ gãc 

a) Kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm M(x0 ; y0) ®Õn ®−êng th¼ng  : ax  by  c  0 lµ 

d(M ; )  
0 0

2 2
.

ax by c

a b

 


 

b) §−êng th¼ng  : ax  by  c  0 tiÕp xóc víi ®−êng trßn (I ; R) khi vµ 
chØ khi 

d(I ; )  R. 

c) Gãc gi÷a hai ®−êng th¼ng 

         1  : 1 1 1 0a x b y c   ,  

            2  : 2 2 2 0a x b y c    
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®−îc x¸c ®Þnh bëi 

1 2 1 2
1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

.cos( , )

.

a a b b

a b a b


  

 
 

II - C©u hái tù kiÓm tra 

1. Cho biÕt to¹ ®é cña hai ®iÓm A vµ B. Lµm thÕ nµo ®Ó 

a) ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng th¼ng ®i qua A, B ? 

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng th¼ng ®i qua ®iÓm 0 0( ; )C x y  vµ vu«ng gãc 

víi AB ? 

c) ViÕt ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®−êng trßn 2 2 2
0 0( ) ( ) ,x x y y R     

biÕt tiÕp tuyÕn ®ã song song víi AB ? 

2. Cho biÕt to¹ ®é ba ®Ønh cña mét tam gi¸c. Lµm thÕ nµo ®Ó 

a) T×m to¹ ®é t©m vµ tÝnh b¸n kÝnh cña ®−êng trßn ngo¹i tiÕp tam gi¸c ? 

b) T×m to¹ ®é trùc t©m tam gi¸c ? 

c) T×m to¹ ®é t©m ®−êng trßn néi tiÕp tam gi¸c ? 

3. H·y chØ ra mét vect¬ ph¸p tuyÕn vµ mét vect¬ chØ ph−¬ng cña ®−êng th¼ng 

 nÕu  cã ph−¬ng tr×nh nh− sau 

a) ax  by  c  0    2 2( 0)a b   ; 

b) 
0

0

x x at

y y bt

 
  

    2 2( 0)a b   ; 

c) 
x a y b

m n

 
      (m  0, n  0). 

4. Lµm thÕ nµo ®Ó chøng minh hai ®−êng th¼ng vu«ng gãc víi nhau hoÆc 

song song víi nhau, nÕu biÕt ph−¬ng tr×nh cña chóng ? 

5. Cã thÓ viÕt ph−¬ng tr×nh cña mét ®−êng trßn khi biÕt nh÷ng ®iÒu kiÖn nµo 

(nªu mét sè tr−êng hîp th−êng gÆp) ? 

6. Cã thÓ viÕt ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña elip, hypebol, parabol khi biÕt 

nh÷ng ®iÒu kiÖn nµo (nªu mét sè tr−êng hîp th−êng gÆp) ? 
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7. Cho ph−¬ng tr×nh 

            2 2 1ax by  .          (1) 

 a) Víi ®iÒu kiÖn nµo cña a vµ b th× (1) lµ ph−¬ng tr×nh cña mét ®−êng trßn ? 

 b) Víi ®iÒu kiÖn nµo cña a vµ b th× (1) lµ ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña elip ? 

Cña hypebol ? 

III - Bμi tËp 

1. XÐt vÞ trÝ t−¬ng ®èi cña c¸c ®−êng th¼ng 1 vµ 2 trong mçi tr−êng hîp sau 

a) 1 : 3x  2y  1  0  vµ  2 : 2x  3y  5  0 ; 

b) 1 : 
4 2

1

x t

y t

 
   

    vµ  2 : 
7 4 '

5 2 ' ;

x t

y t

 
  

 

c) 1 : 
3 4

2 5

x t

y t

 
   

    vµ  2 : 5x  4y  7  0. 

2. Cho ®−êng th¼ng  : 3x  4y  2  0. 

a) ViÕt ph−¬ng tr×nh cña  d−íi d¹ng tham sè. 

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh cña  d−íi d¹ng ph−¬ng tr×nh theo ®o¹n ch¾n. 

c) TÝnh kho¶ng c¸ch tõ mçi ®iÓm M(3 ; 5), N(4 ; 0), P(2 ; 1) tíi  vµ xÐt 

xem ®−êng th¼ng  c¾t c¹nh nµo cña tam gi¸c MNP. 

d) TÝnh c¸c gãc hîp bëi  vµ mçi trôc to¹ ®é.  

3. Cho ®−êng th¼ng d : x  y  2  0 vµ ®iÓm A(2 ; 0). 

a) Víi ®iÒu kiÖn nµo cña x vµ y th× ®iÓm M(x ; y) thuéc nöa mÆt ph¼ng cã 

bê lµ d vµ chøa gèc to¹ ®é O ? Chøng minh ®iÓm A n»m trong nöa mÆt 

ph¼ng ®ã. 

b) T×m ®iÓm ®èi xøng víi ®iÓm O qua ®−êng th¼ng d. 

c) T×m ®iÓm M trªn d sao cho chu vi tam gi¸c OMA nhá nhÊt. 

4. Cho ®−êng th¼ng  : ax  by  c  0 vµ ®iÓm I(x0 ; y0). ViÕt ph−¬ng tr×nh 

®−êng th¼ng ' ®èi xøng víi ®−êng th¼ng  qua I. 

5. Mét h×nh b×nh hµnh cã hai c¹nh n»m trªn hai ®−êng th¼ng x  3y  6  0 

vµ 2x  5y  1  0. BiÕt h×nh b×nh hµnh ®ã cã t©m ®èi xøng lµ I(3 ; 5). H·y 

viÕt ph−¬ng tr×nh hai c¹nh cßn l¹i cña h×nh b×nh hµnh ®ã. 
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6. Cho ph−¬ng tr×nh 

         x
2
  y

2
  mx  2(m  1) y  1  0.      (1) 

a) Víi gi¸ trÞ nµo cña m th× (1) lµ ph−¬ng tr×nh ®−êng trßn ? 

b) T×m tËp hîp t©m cña c¸c ®−êng trßn nãi ë c©u a). 

7. a) BiÕt ®−êng trßn (C ) cã ph−¬ng tr×nh x
2
  y

2
  2ax  2by  c  0. Chøng 

minh r»ng ph−¬ng tÝch cña ®iÓm M(x0 ; y0) ®èi víi ®−êng trßn (C ) b»ng 

0 0 0 0
2 2 2 2x y ax by c    . 

b) Chøng minh r»ng nÕu hai ®−êng trßn kh«ng ®ång t©m th× tËp hîp c¸c 

®iÓm cã cïng ph−¬ng tÝch ®èi víi hai ®−êng trßn lµ mét ®−êng th¼ng (gäi 

lµ trôc ®¼ng ph−¬ng cña hai ®−êng trßn). 

8. Cho hai ®−êng trßn cã ph−¬ng tr×nh  x
2
  y

2
  2a1x  2b1y  c1  0 vµ 

x
2
  y

2
  2a2x  2b2y  c2  0. Gi¶ sö chóng c¾t nhau ë hai ®iÓm M, N. 

ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng th¼ng MN. 

9. Cho ®−êng trßn (C ) : x
2
  y

2
  4 vµ ®iÓm A(2 ; 3). 

a) ViÕt ph−¬ng tr×nh c¸c tiÕp tuyÕn cña (C ) kÎ tõ A. 

b) TÝnh c¸c kho¶ng c¸ch tõ A ®Õn hai tiÕp ®iÓm cña hai tiÕp tuyÕn nãi ë 

c©u a) vµ kho¶ng c¸ch gi÷a hai tiÕp ®iÓm ®ã.  

10. Cho elip (E) : 
2 2

1
5 4

x y
   vµ hypebol (H) : 

2 2

1
5 4

x y
  . 

a) T×m to¹ ®é c¸c tiªu ®iÓm cña (E) vµ (H). 

b) VÏ ph¸c elip (E) vµ hypebol (H) trong cïng mét hÖ trôc to¹ ®é. 

c) T×m to¹ ®é c¸c giao ®iÓm cña (E) vµ (H). 

11. Cho ®−êng th¼ng  : 2x  y  m  0 vµ elip (E) : 
2 2

1
5 4

x y
  . 

a) Víi gi¸ trÞ nµo cña m th×  c¾t (E) t¹i hai ®iÓm ph©n biÖt ? 

b) Víi gi¸ trÞ nµo cña m th×  c¾t (E) t¹i mét ®iÓm duy nhÊt ? 

12. Cho elip (E) : 
2 2

1
25 9

x y
  . 

a) X¸c ®Þnh to¹ ®é hai tiªu ®iÓm vµ c¸c ®Ønh cña (E). 

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña hypebol (H) nhËn c¸c tiªu ®iÓm cña (E) 

lµm ®Ønh vµ cã hai tiªu ®iÓm lµ hai ®Ønh cña elip (E). 
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c) VÏ ph¸c elip (E) vµ hypebol (H) nãi ë c©u b) trong cïng mét hÖ trôc 
to¹ ®é. 

d) ViÕt ph−¬ng tr×nh cña ®−êng trßn ®i qua c¸c giao ®iÓm cña hai ®−êng 
c«nic nãi trªn. 

13. Cho parabol (P) : y
2
  2px. Víi mçi ®iÓm M trªn (P) (M kh¸c O), gäi M' lµ 

h×nh chiÕu cña M trªn Oy vµ I lµ trung ®iÓm cña ®o¹n OM'. Chøng minh 
r»ng ®−êng th¼ng IM c¾t parabol ®· cho t¹i mét ®iÓm duy nhÊt. 

14. Cho parabol (P) : 2 1

2
y x . Gäi M, N lµ hai ®iÓm di ®éng trªn (P) sao cho 

OM  ON (M, N kh«ng trïng víi O). Chøng minh r»ng ®−êng th¼ng MN 
lu«n ®i qua mét ®iÓm cè ®Þnh. 

IV - Bμi tËp tr¾c nghiÖm 

1. §−êng th¼ng 2x  y  1  0 cã vect¬ ph¸p tuyÕn lµ vect¬ nµo ? 

(A) n


  (2 ; 1) ;         (B) n


  (1 ; 1) ; 

(C) n


  (2 ; 1) ;         (D) n


  (1 ; 2). 

2. §−êng trung trùc cña ®o¹n th¼ng AB víi A  (3 ; 2), B  (3; 3) cã vect¬ 
ph¸p tuyÕn lµ vect¬ nµo ? 

(A) n


  (6 ; 5) ;         (B) n


  (0 ; 1) ; 

(C) n


  (3 ; 5) ;         (D) n


  (1 ; 0). 

3. Ph−¬ng tr×nh nµo lµ ph−¬ng tr×nh  tham sè cña ®−êng th¼ng x  y  3  0 ? 

(A) 
3 ;

x t

y t


  

          (B) 
3

;

x

y t


 

 

(C) 
2

1 ;

x t

y t

 
  

          (D) 
3 .

x t

y t


  

 

4. Vect¬ nµo lµ vect¬ ph¸p tuyÕn cña ®−êng th¼ng cã ph−¬ng tr×nh 
1 2

3 ?

x t

y t

  
  

 

(A) n


  (2 ; 1) ;         (B) n


  (1 ; 2) ; 

(C) n


  (1 ; 2) ;         (D) n


  (1 ; 2). 

5. §−êng th¼ng nµo kh«ng c¾t ®−êng th¼ng 2x  3y  1  0 ? 

(A) 2x  3y  1  0 ;        (B) x 2y  5  0 ; 

(C) 2x 3y  3  0 ;        (D) 4x 6y 2  0.  
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6. §−êng th¼ng nµo song song víi ®−êng th¼ng x  3y  4  0 ? 

(A) 
1

2 3 ;

x t

y t

 
  

         (B) 
1

2 3 ;

x t

y t

 
  

 

(C) 
1 3

2 ;

x t

y t

 
  

          (D) 
1 3

2 .

x t

y t

 
  

 

7. §−êng th¼ng nµo song song víi ®−êng th¼ng 
3

1 2 ?

x t

y t

 
   

 

(A) 
5

2 ;

x t

y t

 
 

          (B) 
5

2 ;

x t

y t

 
  

 

(C) 
5 2

;

x t

y t

 
 

         (D) 
5 4

2 .

x t

y t

 
 

 

8. §−êng th¼ng nµo vu«ng gãc víi ®−êng th¼ng 4x  3y 1  0 ? 

(A) 
4

3 3 ;

x t

y t


   

        (B) 
4

3 3 ;

x t

y t


   

 

(C) 
4

3 3 ;

x t

y t

 
   

         (D) 
8

3 .

x t

y t


   

 

9. §−êng th¼ng nµo vu«ng gãc víi ®−êng th¼ng 
1

1 2 ?

x t

y t

  
   

 

(A) 2x  y 1  0 ;        (B) x  2y 1  0 ; 

(C) 4x  2y  1  0 ;        (D) 
1 1

.
1 2

x y 
  

10. Kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm O(0 ; 0) ®Õn ®−êng th¼ng 4x  3y 5  0 b»ng 
bao nhiªu ? 

(A) 0 ;             (B) 1 ; 

(C) 5 ;            (D) 
1

5
. 

11. Ph−¬ng tr×nh nµo lµ ph−¬ng tr×nh cña ®−êng trßn cã t©m I (3 ; 4) vµ b¸n 

kÝnh R  2 ? 

(A) (x  3)
2
  (y  4)

2
  4  0 ;    (B) (x  3)

2
  (y 4)

2
  4 ; 

(C) (x  3)
2
  (y  4)

2
  4 ;      (D) (x  3)

2
  (y  4)

2
  2. 

12. Ph−¬ng tr×nh x
2
  y

2
  2x  4y  1  0 lµ ph−¬ng tr×nh cña ®−êng trßn nµo ? 

(A) §−êng trßn cã t©m (1 ; 2), b¸n kÝnh R  1 ; 

(B) §−êng trßn cã t©m (1 ; 2), b¸n kÝnh R  2 ; 
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(C) §−êng trßn cã t©m (2 ; 4), b¸n kÝnh R  2 ; 

(D) §−êng trßn cã t©m (1 ; 2), b¸n kÝnh R  1. 

13. CÆp ®iÓm nµo lµ c¸c tiªu ®iÓm cña elip (E) : 
2 2

1
5 4

x y
   ? 

(A) F1,2   ( 1 ; 0) ;        (B) F1,2   ( 3 ; 0) ; 

(C) F1,2   (0 ;  1) ;        (D) F1,2   (1 ;  2). 

14. Elip (E) : 
2 2

1
9 4

x y
   cã t©m sai b»ng bao nhiªu ? 

(A) e  
3

2
 ;           (B) e  

5

3
  ; 

(C) e  
2

3
 ;           (D) e  

5
.

3
 

15. Cho elip cã c¸c tiªu ®iÓm F1(3 ; 0), F(3 ; 0) vµ ®i qua A(5 ; 0). §iÓm 

M(x ; y) thuéc elip ®· cho cã c¸c b¸n kÝnh qua tiªu lµ bao nhiªu ? 

(A) MF1  
3

5
5

x , MF2  
3

5
5

x  ; 

(B) MF1  
4

5
5

x , MF2   
4

5
5

x  ; 

(C) MF1  3  5x, MF2  3  5x ; 

(D) MF1  5  4x, MF2  5  4x. 

16. Elip (E) : 
2 2

2 2
1

x y

p q
  , víi p > q > 0, cã tiªu cù lµ bao nhiªu ? 

(A) p  q ;           (B) p
2 q

2
 ; 

(C) p  q ;           (D) 2 22 p q . 

17. Ph−¬ng tr×nh 
2 2

2 2
1

x y

a b
   lµ ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña ®−êng nµo ? 

(A) Elip víi trôc lín b»ng 2a, trôc bÐ b»ng 2b ; 

(B) Hypebol víi trôc lín b»ng 2a, trôc bÐ b»ng 2b ; 

(C) Hypebol víi trôc hoµnh b»ng 2a, trôc tung b»ng 2b ; 

(D) Hypebol víi trôc thùc b»ng 2a, trôc ¶o b»ng 2b. 
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18. CÆp ®iÓm nµo lµ c¸c tiªu ®iÓm cña hypebol 
2 2

1
9 5

x y
   ? 

(A) ( 4 ; 0) ;          (B) ( 14  ; 0) ; 

(C) ( 2 ; 0) ;          (D) (0 ;  14 ). 

19. CÆp ®−êng th¼ng nµo lµ c¸c ®−êng tiÖm cËn cña hypebol 
2 2

1
16 25

x y
   ? 

(A) y  
5

4
x  ;          (B) y  

4

5
x  ; 

(C) y  
25

16
x  ;          (D) y  

16

25
x . 

20. CÆp ®−êng th¼ng nµo lµ c¸c ®−êng chuÈn cña hypebol 
2 2

2 2
1

x y

q p
   ? 

(A) x  
p

q
 ;          (B) x  

q

p
 ; 

(C) x  
2

2 2

q

q p
 ;       (D) x  

2

2 2
.

p

q p
 

21. §−êng trßn nµo ngo¹i tiÕp h×nh ch÷ nhËt c¬ së cña hypebol 
2 2

1
16 9

x y
   ? 

(A) x
2
  y

2
  25 ;         (B) x

2
  y

2
  7 ; 

(C) x
2
  y

2
  16 ;         (D) x

2
  y

2
  9. 

22. §iÓm nµo lµ tiªu ®iÓm cña parabol y
2
  5x ? 

(A) F(5 ; 0) ;          (B) 
5

; 0
2

F
 
 
 

 ; 

(C) 
5

; 0
4

F
  
 

 ;         (D) 
5

; 0
4

F
 
 
 

. 

23. §−êng th¼ng nµo lµ ®−êng chuÈn cña parabol y
2
  4x ? 

(A) x  4 ;           (B) x  2 ; 

(C) x   1 ;           (D) x  1. 

24. C«nic cã t©m sai e  
1

2
 lµ ®−êng nµo ? 

(A) Hypebol ;          (B) Parabol ; 

(C) Elip ;            (D) §−êng trßn. 
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Bμ i  ®äc  thªm 

V Ò  b a  ®− ê n g  c« n i c  

1. Tõ xa x−a, ng−êi Hi L¹p chøng minh ®−îc r»ng giao tuyÕn cña mÆt nãn trßn 
xoay vµ mét mÆt ph¼ng kh«ng ®i qua ®Ønh cña mÆt nãn lµ ®−êng trßn hoÆc ®−êng 
c«nic (elip, hypebol, parabol) (h. 98). TiÕng Anh, tõ cone cã nghÜa lµ mÆt nãn, do 
®ã cã tõ "®−êng c«nic". 

 

 

 
 
 
 
 
 

 

   §−êng trßn       Elip      Parabol         Hypebol 

H×nh 98 

Ngay tõ ®Çu thêi k× A-lÕch-x¨ng-®ê-ri (thêi cæ Hi L¹p), ng−êi ta ®· biÕt kh¸ ®Çy ®ñ 
vÒ c¸c ®−êng c«nic qua bé s¸ch gåm 8 quyÓn cña A-p«-l«-ni-ut (262 - 190 tr−íc 
C«ng nguyªn). Cuèi thêi k× ®ã, nhµ to¸n häc Hi-pa-chi-a (370 - 415 sau C«ng 
nguyªn) ®· c«ng bè t¸c phÈm "VÒ c¸c ®−êng c«nic cña A-p«-l«-ni-ut". 

Ph¶i rÊt l©u sau ®ã, ®Õn thÕ kØ XVII, ng−êi ta míi t×m thÊy nh÷ng øng dông quan 
träng cña c¸c ®−êng ®ã trong sù ph¸t triÓn cña khoa häc vµ kÜ thuËt. 

2. Ba ®−êng c«nic cßn cã nhiÒu tÝnh chÊt chung. TÝnh chÊt quang häc lµ mét vÝ 
dô : Mét tia s¸ng ph¸t ra tõ mét tiªu ®iÓm cña elip (hay hypebol) sau khi ®Ëp vµo 
elip (hay hypebol) sÏ bÞ h¾t l¹i theo mét tia (tia ph¶n x¹) n»m trªn ®−êng th¼ng ®i 
qua tiªu ®iÓm thø hai cña elip (hay hypebol) (h. 99). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

       a)           b) 

          H×nh 99                   H×nh 100 
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Víi parabol, tia s¸ng ph¸t ra tõ tiªu ®iÓm (tia tíi) chiÕu ®Õn mét ®iÓm cña parabol sÏ bÞ 

h¾t l¹i (tia ph¶n x¹) theo mét tia song song (hoÆc trïng) víi trôc cña parabol (h. 100). 

TÝnh chÊt nµy cã nhiÒu øng dông, ch¼ng h¹n : 

 §Ìn pha : BÒ mÆt cña ®Ìn pha lµ mét mÆt trßn xoay sinh bëi mét cung parabol 

quay quanh trôc cña nã, bãng ®Ìn ®−îc ®Æt ë vÞ trÝ tiªu ®iÓm cña parabol ®ã (h. 101). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 101 

 M¸y viÔn väng v« tuyÕn còng cã d¹ng nh− ®Ìn pha (h. 102). §iÓm thu vµ ph¸t 

tÝn hiÖu cña m¸y ®−îc ®Æt ë vÞ trÝ tiªu ®iÓm cña parabol. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

       H×nh 102              H×nh 103 

 H×nh 103 lµ m« h×nh mét lß ph¶n øng h¹t nh©n ®−îc x©y dùng ë MÜ. MÆt ngoµi cña 

lß lµ mÆt trßn xoay t¹o bëi mét cung cña hypebol quay quanh trôc ¶o cña nã.  

3. Chóng ta ®· biÕt quü ®¹o cña c¸c hµnh tinh trong hÖ MÆt Trêi lµ ®−êng elip. §èi 

víi c¸c vÖ tinh nh©n t¹o vµ c¸c con tµu vò trô, khi phãng lªn, ng−êi ta ph¶i t¹o cho 

chóng cã vËn tèc thÝch hîp ®Ó ®−îc quü ®¹o lµ elip, hypebol hoÆc parabol. 
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Ngoµi ra, ng−êi ta cßn øng dông c¸c tÝnh chÊt cña ba ®−êng c«nic trong c¸c 
ngµnh x©y dùng, hµng kh«ng, hµng h¶i,... (h. 104).  

 

 

 

 

 

 

 

 
 

    a)                b) 

H×nh 104 

Bμ i  tËp «n cuèi  n¨m  

1. Trªn h×nh 105, ta cã tam gi¸c ABC vµ c¸c 

h×nh vu«ng AA'B1B, BB'C1C, CC'A1A. 

Chøng minh c¸c ®¼ng thøc sau 

a) ( ). 0AA' BB' AC 
  

 ; 

b) ( ). 0AA' BB' CC' AC  
   

 ; 

c) 0AA' BB' CC'  
   

 ; 

d) 1 1 1 0.AB BC CA  
   

 

 
H×nh 105 

2. Cho tam gi¸c ABC vu«ng t¹i A, AB  c, AC  b. 

Gäi M lµ ®iÓm trªn c¹nh BC sao cho CM  2BM, 

N lµ ®iÓm trªn c¹nh AB sao cho BN  2AN (h. 106). 

a) BiÓu thÞ c¸c vect¬ AM


 vµ CN


 theo hai vect¬ 

AB


 vµ AC


. 

b) T×m hÖ thøc liªn hÖ gi÷a b vµ c sao cho 

AM  CN. H×nh 106 
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3. Cho tam gi¸c ABC víi AB  4, AC  5, BC  6. 

a) TÝnh c¸c gãc A, B, C. 

b) TÝnh ®é dµi c¸c ®−êng trung tuyÕn vµ diÖn tÝch tam gi¸c. 

c) TÝnh c¸c b¸n kÝnh ®−êng trßn néi tiÕp vµ ngo¹i tiÕp tam gi¸c ABC. 

4. Cho tam gi¸c ABC. 

 a) Tam gi¸c ABC cã tÝnh chÊt g× nÕu 
3 3 3

2 b c a
a

b c a

 


 
 ? 

 b) BiÕt 
2 1 1

,
a b ch h h
   chøng minh r»ng 2sinA  sinB  sinC. 

5. Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy cho hai h×nh ch÷ nhËt OACB vµ OA'C'B' nh− 

h×nh 107. BiÕt A(a ; 0), A'(a' ; 0), B(0 ; b), B'(0 ; b') (a, a', b, b' lµ nh÷ng sè 

d−¬ng, a  a', b  b'). 

a) ViÕt ph−¬ng tr×nh c¸c ®−êng th¼ng 

AB' vµ A'B. 

b) T×m liªn hÖ gi÷a a, b, a', b' ®Ó hai 

®−êng th¼ng AB' vµ A'B c¾t nhau. Khi 

®ã h·y t×m to¹ ®é giao ®iÓm I cña hai 

®−êng th¼ng ®ã. 

c) Chøng minh r»ng ba ®iÓm I, C, C' 

th¼ng hµng. 

d) Víi ®iÒu kiÖn nµo cña a, b, a', b' 

th× C lµ trung ®iÓm cña IC' ? 

6. Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy cho hai ®iÓm A(3 ; 4) vµ B(6 ; 0). 

a) NhËn xÐt g× vÒ tam gi¸c OAB ? TÝnh diÖn tÝch cña tam gi¸c ®ã. 

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng trßn ngo¹i tiÕp tam gi¸c OAB. 

c) ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng ph©n gi¸c trong t¹i ®Ønh O cña tam gi¸c OAB. 

d) ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng trßn néi tiÕp tam gi¸c OAB. 

7. Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é, víi mçi sè m  0, xÐt hai ®iÓm M1( 4 ; m) vµ 

2
16

4 ; .M
m

 
 
 

 

a) ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng th¼ng M1M2. 

b) TÝnh kho¶ng c¸ch tõ gèc to¹ ®é O tíi ®−êng th¼ng M1M2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 107 
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c) Chøng tá r»ng ®−êng th¼ng M1M2 lu«n tiÕp xóc víi mét ®−êng trßn cè ®Þnh. 

d) LÊy c¸c ®iÓm A1(4 ; 0), A2(4 ; 0). T×m to¹ ®é giao ®iÓm I cña hai 

®−êng th¼ng A1M2 vµ A2M1. 

e) Chøng minh r»ng khi m thay ®æi, I lu«n lu«n n»m trªn mét elip (E) cè 

®Þnh. X¸c ®Þnh to¹ ®é tiªu ®iÓm cña elip ®ã. 

8. Cho hypebol (H) cã ph−¬ng tr×nh 
2 2

1.
16 4

x y
   

a) ViÕt ph−¬ng tr×nh c¸c ®−êng tiÖm cËn cña hypebol (H). 

b) TÝnh diÖn tÝch h×nh ch÷ nhËt c¬ së cña hypebol (H). 

c) Chøng minh r»ng c¸c ®iÓm 
3

5 ;
2

M
 
 
 

 vµ (8 ; 2 3)N  ®Òu thuéc (H). 

d) ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng th¼ng  ®i qua M, N vµ t×m c¸c giao ®iÓm P, Q 

cña  víi hai ®−êng tiÖm cËn cña hypebol (H). 

e) Chøng minh r»ng c¸c trung ®iÓm cña hai ®o¹n th¼ng PQ vµ MN 

trïng nhau. 

9. Cho parabol (P) cã ph−¬ng tr×nh 2 4 .y x  

a) X¸c ®Þnh to¹ ®é tiªu ®iÓm F vµ ph−¬ng tr×nh ®−êng chuÈn d cña (P). 

b) §−êng th¼ng  cã ph−¬ng tr×nh y  m (m  0) lÇn l−ît c¾t d, Oy vµ (P) 

t¹i c¸c ®iÓm K, H, M. T×m to¹ ®é cña c¸c ®iÓm ®ã. 

c) Gäi I lµ trung ®iÓm cña OH. ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng th¼ng IM vµ 

chøng tá r»ng ®−êng th¼ng IM c¾t (P) t¹i mét ®iÓm duy nhÊt. 

d) Chøng minh r»ng MI  KF. Tõ ®ã suy ra MI lµ ph©n gi¸c cña gãc KMF. 
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H−íng dÉn - ®¸p sè 

Ch−¬ng I  

2. a) Sai ; b) §óng ; c) Sai ; d) §óng ; e) §óng ; 

f) Sai. 3. C¸c vect¬ ,a


 ,d


 ,v


 y


 cïng ph−¬ng, 

c¸c vect¬ b


, u


 cïng ph−¬ng. C¸c cÆp vect¬ 

cïng h−íng : a


 vµ v


 ; d


 vµ y


 ; b


 vµ u


. C¸c 

cÆp vec t¬ b»ng nhau : a


 vµ v


 ; b


 vµ u


. 

4. a) Sai ; b) §óng ; c) §óng ; d) Sai ; e) §óng ; 
f) §óng. 7. H×nh thoi. 9. a) Sai ; b) §óng. 
11. a) Sai ; b) §óng ; c) Sai ; d) §óng. 
12. M, N, P n»m trªn ®−êng trßn (O) sao cho 
CM, AN, BP lµ c¸c ®−êng kÝnh cña (O). 
13. a) 100N ; b) 50N. 16. a) Sai ; b) §óng ; 
c) Sai ; d) Sai ; e) §óng. 17. a) TËp rçng ; 
b) TËp gåm chØ mét trung ®iÓm O cña AB. 

21. OA OB
 

  OA OB
 

  2a  ; 

3 4OA OB
 

  5a ; 
21

2,5
4

OA OB
 

  

541

4
a  ; 

11 3

4 7
OA OB

 
  

6073

28
a . 

22. 
1

0
2

 OM OA OB
  

 ; 
1 1

2 2
MN OA OB  
  

 ; 

1

2
AN OA OB  
  

 ; 
1

.
2

MB OA OB  
  

 

25.   AB a b
 

 ;   GC a b
 

 ; 

2  BC a b
 

 ; 2 . CA a b
 

 

26. ' ' ' 0.AA BB CC  
   

 27. Chøng minh 

0.PQ RS TU  
   

 29. b), c), e) §óng ; 

a), d) Sai. 30. a


  (1 ; 0), b


  ( 0 ; 5), 

c


  (3 ; 4), d


  
1 1

; ,
2 2

  
 

 e


  (0,15 ; 1,3), 

f


  ( ;  cos24
o
). 31. a) u


  (2 ; 8) ; 

b) x


  (6 ; 1) ; c) k  4,4 ; l  0,6. 32. k  
2

5
. 

33. C¸c mÖnh ®Ò ®óng lµ a), c), e) ; C¸c mÖnh 
®Ò sai lµ b), d). 34. b) ( 7 ; 7) D  ; 

c) 
7

; 0
3

E
   
 

. 35. 1( , ),M x y  2 ( ; ),M x y  

3( ; ).M x y   36. a)Träng t©m cña tam gi¸c lµ 

G(0 ; 1) ; b) D  (8 ; 11) ; c) E  (  4 ; 5). 

¤n tËp ch−¬ng I 

1.  AB BC AC
  

 ;  CB BA CA
  

 ; 

 AB CA CB
  

 ;  BA CB CA
  

 ; 

 BA CA BD
  

(D  l µ  ® iÓm ®èi  xøng cña  

C qua  ®iÓm A) ;   CB CA AB
  

 ; 

   AB CB AB BC AC
    

 ;  BC AB BE
  

 

(E lµ ®iÓm sao cho ABCE lµ h×nh b×nh hµnh). 

2. OA  OB. 3. Sö dông ®¼ng thøc 

0.OA OB OC OD   
    

 4. a) M lµ ®Ønh cña 

h×nh b×nh hµnh ABCM ; N lµ trung ®iÓm 

cña AD. b) 
5

4
p   ; 

3
.

4
q    5. a) 

3
.

5
k  

6. a) Chøng minh AB


 vµ BC


 kh«ng cïng 

ph−¬ng ; b) D  (2 ; 6) ; c) E  (3 ;5). 

Bµi tËp tr¾c nghiÖm ch−¬ng I 

1. (C) ; 2. (B) ; 3. (D) ; 4. (C) ; 5. (A) ; 6. (C); 
7. (A); 8. (B) ; 9. (B) ; 10. (A) ; 11. (C) ; 12. (D); 
13. (D); 14. (A) ; 15. (D) ; 16. (B) ; 17. (D); 
18. (B); 19. (D); 20. (A); 21. (B); 22. (B); 23. (B). 

Ch−¬ng II 

1. a) 
2 3

3 1 1
2 3

  
      

  
 ; b) 

1
.

4
 

2. a) o2sin80  ; b) cos .  4. .a b
 

 d−¬ng khi hai 

vect¬ ,a b
 

 kh¸c 0


 vµ gãc ( , )a b
 

 bÐ h¬n 90
o
 ; 

©m khi hai vect¬ ,a b
 

 kh¸c 0


 vµ gãc ( , )a b
 

 

lín h¬n 90o ; b»ng 0 khi hai vect¬ a


 vµ b


 

vu«ng gãc. 5. 360o. 6. a) 
1 3

2


 ; b) 

2 3
.

2


 

10. a) Chó ý r»ng h×nh chiÕu cña vect¬ 

AB


 trªn ®−êng th¼ng AI lµ vect¬ AM


 ; 

b) 2. . 4 . AM AI BN BI R
   

 12. TËp hîp c¸c 

®iÓm M lµ ®−êng th¼ng vu«ng gãc víi OB t¹i H, 
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O lµ trung ®iÓm cña AB, H n»m trªn tia OB sao 

cho 
2

.
4


k

OH
a

 13. a) k  40 ; b) 
37

2
k   . 

14. a) Chu vi tam gi¸c lµ 6 6 5 , diÖn tÝch 

lµ 18 ; b) G  (0 ; 1), 
1

;1
2

H
   
 

, 
1

;1
4

I
   
 

. 

15. 
25

cos ,
39

A    o50A  . 16. BC  7. 17. B¹n 

C−êng ( 37BC    6,1 km). 19. a  4,9 ; 

c  5,5. 20. R  3,5. 22. AC  857 m, BC  969 m. 

24. ma  6,1. 25. AD  8,5. 26. AC  5,8. 

29. S  16,3. 33. a) C   80
o
, b  9,1, a  12,3 ; 

b) B   75
o
, a  2,3, c  b  4,5 ; c) B   20

o
, 

a  26,0, b  13,8 ; d) A   40
o
, b  212,3, 

c  179,4. 34. a)   A B  63
o
, c  5,7 ; 

b) a  53,8, B   36
o
, C   57

o
 ; c) c  28,0, 

A   11
o
,  39 . oB  35. a) A   43

o
, B   61

o
, 

C   76
o
 ; b) A   55

o
, B   85

o
, C   40

o
 ; 

c)  34 oA  ;  o44B   ;  o102 .C   36. 6,6 N. 

37. 17,4 m. 38. 18,9 m. 

¤n tËp ch−¬ng II 

2. TËp hîp c¸c ®iÓm M cã thÓ lµ ®−êng trßn, 
®iÓm G hoÆc tËp rçng tuú theo c¸c gi¸ trÞ cña k. 

4. BiÓu thÞ c¸c vect¬ qua ,AB


 ',AB


 ,AC


 '.AC


  

5. a)
10

,
4


a

BM  
5

,
2


a

BN  
10

;
4

a
MN   

b) BMN vu«ng c©n t¹i  M, 
25

;
16


a

S  

c) 
2

;
3


a

IC  d)
10

.
4


a

R  6. a) ( , )e f 
 

 

61
o
56' ; b) m  4 ; c) 

1

4
n   . 8. S lín nhÊt 

khi vµ chØ khi C   90
o
. 9. S  96 ; ha  16 ; 

R  10 ; r  4. 12. a) AB
2
  CD

2
  8R

2
  4OP

2
 ; 

b) PA
2
  PB

2
  PC

2
  PD

2
  4R

2
 . 

Bµi tËp tr¾c nghiÖm ch−¬ng II 
1. (B) ; 2. (C) ; 3. (A) ; 4. (D) ; 5. (A) ; 6. (B) ; 
7. (B); 8. (D) ; 9. (C) ; 10. (B); 11. (A) ; 12. (C); 
13. (B) ; 14. (A); 15. (C); 16. (C). 

Ch−¬ng III 

1. C¸c mÖnh ®Ò ®óng lµ a), b), c) ; C¸c mÖnh ®Ò 

sai lµ d), e). 2. a) y  0 ; b) x  0 ; c) y  y0  0 

0( 0)y   ; d) x  x0  0 ; e) y0x  x0y  0. 

3. 
37

2 5 0
3

  x y . 4. a) x  2y  1  0 ; 

b) 2x  y  3  0. 5. a) x  y 2  0 ; 

b) M'
3 3

;
2 2

 
 
 

. 6. a) Hai ®−êng th¼ng c¾t nhau 

ë ®iÓm 
9 21

;
29 29

 
 
 

 ; b) Hai ®−êng th¼ng song 

song ; c) Hai ®−êng th¼ng trïng nhau. 7. C¸c 
mÖnh ®Ò ®óng lµ b), d), e), f) ; C¸c mÖnh ®Ò sai 

lµ a), c). 8. C¸c mÖnh ®Ò ®óng lµ a), b), d), e). 

MÖnh ®Ò sai lµ c). 9. a) 
3 3

5

  
 

x t

y t
 ; 

3

3 5




x y
 ; 5x  3y  15  0 ; b) 

4

1


  

x

y t
 ; 

Kh«ng cã ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c ; x  4  0 ; 

c) 
4 5

1 3

  
  

x t

y t
 ; 

4 1

5 3

 


x y
 ; 3x  5y  17  0. 

10. a) 
5 2

1 2

 



x y

. b) x  2y  9  0. 11. a) Hai 

®−êng th¼ng song song ; b) Hai ®−êng th¼ng 

c¾t nhau t¹i (0 ; 13) ; c) Hai ®−êng th¼ng 

trïng nhau. 12. a) (3 ; 1) ; b) 
67 56

;
25 25

  
 

 ; 

c) 
262 250

;
169 169

 
 
 

. 13. M  
133 97

;
18 18

   
 

. 

14. B  
9 3

;
11 11

 
 
 

 ; D  
17 20

;
11 11

  
 

 ; 

C  
18 6

;
11 11

   
 

. 15. C¸c mÖnh ®Ò b), 

c), e) ®óng. Hai mÖnh ®Ò a) vµ d) sai. 

16. 43
o
36'. 17. 2 2 0ax by c h a b     , 

2 2 0ax by c h a b     . 18. x  2y 14 

 0 ; y  2  0. 19. Kh«ng tån t¹i. 

20. (1 2)( 3) ( 1) 0x y      ; 

(1 2)( 3) ( 1) 0x y     . 21. a) b) vµ 
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d) §óng ; c) Sai. 22. a) (x  1)
2
  (y  3)

2
  8 ; 

b) (x  2)
2
  y

2
  5. 23. a) I(1 ; 1), R  2 ; 

b) I(2 ; 3), R  11 . c) 
5

; 1 ,
4

I
 
 
 

 

21
33 8

4
R m   víi ®iÒu kiÖn 

33
.

8
m   

24. (x  3)
2
  y

2
  8. 25. a) (x  1)

2
  (y  1)

2
  1 ; 

(x  5)
2
  (y  5)

2
  25. b)  23x   

2
5 25

2 4
y
    
 

 vµ  
2

2 5 25
1

2 4
x y

     
 

. 

26. (1 ; 2) vµ 
21 2

;
5 5

  
 

. 27. a) 3x  y  2 10  

 0 vµ 3x  y  2 10   0 ; b) 2x  y  2 5   0 

vµ 2x  y  2 5   0 ; c) y  2  0 vµ x  2  0. 

28. 5 2 10m    :  vµ (C) kh«ng c¾t nhau ; 

5 2 10m    : tiÕp xóc ; 5 2 10m    : 

c¾t nhau. 29. 
3 2 11

;
2 2

  
  
 

 ; 
3 2 11

;
2 2

 
   
 

. 

30. a), b) vµ d) ®óng ; c) vµ e) sai. 31. a) To¹ ®é 

c¸c tiªu ®iÓm lµ ( 21 ; 0)  ; To¹ ®é c¸c ®Ønh 

lµ (5 ; 0) vµ (0 ; 2). §é dµi trôc lín 2a  10, 

®é dµi trôc bÐ lµ 2b  4 ; b) ( 5 ; 0) , 

(3 ; 0) vµ (0 ; 2) ; 2a  6, 2b  4 ; c) ( 3 ; 0) , 

(2 ; 0) vµ (0 ; 1), 2a  4, 2b  2. 

32. a) 
2 2

1
16 4

 
x y

 ; b) 
2 2

1
20 16

 
x y

 ; 

c) 
2 2

1.
4 1
 

x y
 33. a) 

2
;

3
M NMN y y    

b) 1
3 2 14

;
4 4

M
 
  
 

 vµ 2
3 2 14

;
4 4

M
 

  
 

. 

34. 0,07647e . 35. TËp hîp ®iÓm M lµ elip 

cã ph−¬ng tr×nh 
2 2

2 2
1.

2

3 3

x y

a a
 

   
   
   

 36. C¸c 

mÖnh ®Ò a), b), d) ®óng ; c) sai. 37. a) Tiªu ®iÓm 

F1( 13  ; 0), F2( 13  ; 0). §é dµi trôc thùc 

2a  6. §é dµi trôc ¶o 2b  4. Ph−¬ng tr×nh 

c¸c ®−êng tiÖm cËn y  
2

3
 x  ; b) Tiªu ®iÓm 

F1(5 ; 0), F2(5 ; 0). §é dµi trôc thùc 2a  6. §é 

dµi trôc ¶o 2b  8. Ph−¬ng tr×nh c¸c ®−êng tiÖm 

cËn y  
4

3
 x  ; c) Hai tiªu ®iÓm lµ ( 10  ; 0) 

vµ ( 10  ; 0). §é dµi trôc thùc b»ng 6, ®é dµi trôc 

¶o b»ng 2. Ph−¬ng tr×nh c¸c ®−êng tiÖm cËn 

1
.

3
y x   38. 

2 2

2 2
2 2

1 2

1.

2
2

x y

R
F F R

 
         

 

 

39. a) 
2 2

1
16 9

 
x y

 ; b) 
2 2

1
27 12

13 13

 
x y

 ; 

c) 
2 2

1
1 4

 
x y

. 42. a), b) vµ d) sai ; c) ®óng. 

43. a) y
2
  12x ; b) y

2
  x ; c) 2 2

3
y x . 44. 2p. 

45. 
1

( ; )
2

d I AB  . §−êng trßn ®−êng kÝnh AB 

tiÕp xóc víi ®−êng chuÈn . 46. 

21 1 5

4 2 4
y x x    . 47. a) Tiªu ®iÓm 

F(3,5 ; 0), ®−êng chuÈn x  3,5  0 ; b) Tiªu ®iÓm 

F1( 3  ; 0), ®−êng chuÈn 1 : 
10

0.
3

 x  

Tiªu ®iÓm F2 ( 3  ; 0), ®−êng chuÈn 2 : 

10
0

3
 x  ; c) Tiªu ®iÓm F1( 15  ; 0), ®−êng 

chuÈn 1 : 
14

0.
15

 x  Tiªu ®iÓm F2( 15  ; 0), 

®−êng chuÈn 2 : 
14

0.
15

 x  

¤n tËp ch−¬ng III 

1. a) 1, 2 c¾t nhau ; b) 1 // 2 ; c) 1  2. 

2. a) 
2 4

1 3

x t

y t

  
   

 ; b) 1
2 1

3 2

x y
 


 ; c) d(M ; ) 

 1,8 ; d(N ; )  2 ; d(P ; )  0,8 ;  c¾t hai 
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c¹nh MP vµ NP, kh«ng c¾t c¹nh MN. d) Gäi  vµ 

 lÇn l−ît lµ gãc gi÷a  víi Ox vµ Oy,   36
o
52' ; 

  53
o
8'. 3. a) x – y  2 > 0. b) O'  (2 ; 2) ; 

c) M  
2 4

; .
3 3

  
 

 4. ax  by  c  2(ax0  by0  c) 

 0. 5. x  3y  30  0 vµ 2x  5y  39  0. 

6. a) 
8

5
 m  hoÆc m > 0 ; b) TËp hîp t©m cña 

c¸c ®−êng trßn lµ hai phÇn cña ®−êng th¼ng cã ph−¬ng 

tr×nh 2x  y  1  0, øng víi x < 0 hoÆc 
4

5
x . 

8. 1 2 1 2 1 22( ) 2( ) 0.a a x b b y c c       

9. a) x  2  0, 5x  12y  26  0 ; b) AT  AT'  3, 

12
'

13
TT . 10. a) (E) cã hai tiªu ®iÓm (1 ; 0) 

vµ (1 ; 0) ; b) (H) cã hai tiªu ®iÓm (3 ; 0) vµ 

(3 ; 0) ; c)  5 ; 0  vµ  5 ; 0 .  

11. a) 2 6 2 6  m  ; b) 2 6. m  

12. a) Elip cã c¸c tiªu ®iÓm (4 ; 0), (4 ; 0), c¸c 

®Ønh (5 ; 0) , (5 ; 0) vµ (0 ; 3) , (0 ; 3) ; 

b) 
2 2

1
16 9

 
x y

 ; d) 2 2 881

41
 x y . 

Bµi tËp tr¾c nghiÖm ch−¬ng III 

1. (C); 2. (B); 3. (A); 4. (D); 5. (A); 6. (D); 7. (B); 
8. (A); 9. (B); 10. (B) ; 11. (A); 12. (B); 13. (A); 
14. (D); 15. (A); 16. (D); 17. (D); 18. (B); 19. 
(A); 20. (C); 21. (A); 22. (D); 23. (D); 24. (C). 

¤n tËp cuèi n¨m 

1. c) §Æt ' ' '  u AA BB CC
  

 ta cã 

. 0u AC


, . 0u AB


, suy ra 0u


 ; d) Ph©n 

tÝch mçi vect¬ 1,AB


 1,BC


 1CA


 thµnh tæng hai 

vect¬ theo quy t¾c h×nh b×nh hµnh. 

2. a) 
2 1

;
3 3

 AM AB AC
  

 
1

3
 CN AB AC

  
 ; 

b) 3b
2
  2c

2
. 3. a)  o83 ,A    o56 ,B    o41 .C   

b) 
46

2
am , 

79

2
bm , 

106

2
cm , 

15
7

4
S  ; c) 

7

2
r  , 

8 7
.

7
R   4. a) Tam 

gi¸c ABC cã  o60A   ; b) Sö dông S  
1

2
a.ha 

 
1

2
b.hb  

1

2
c.hc. 5. a) AB' : b'x  ay  ab'  0, 

A'B : bx  a'y  a'b  0 ; b) AB' vµ A'B c¾t nhau 

khi 
'

'


b a

b a
 hay a'b'  ab  0, giao ®iÓm 

'( ' ) '( ' )
;

' ' ' '

  
   

aa b b bb a a
I

a b ab a b ab
 ; c) '

' '

ab
CI CC

a b ab
 



 
 

suy ra CI


 vµ 'CC


 cïng ph−¬ng, hay ba ®iÓm 

C, I, C' th¼ng hµng ; d) a'b'  2ab. 6. a) OAB lµ 

tam gi¸c c©n t¹i A, SOAB  12 ; b) (x  3)
2
  

2
7 625

8 64

   
 

y  ; c) x  2y  0 ; d) (x  3)
2
  

2
3 9

2 4

   
 

y . 7. a) 
16

( 4)m x
m

   
 

 

8( ) 0y m    ; b) 1 2( ; ) 4d O M M   ; 

c) §−êng th¼ng M1M2 lu«n tiÕp xóc víi 

®−êng trßn t©m O, b¸n kÝnh R  4 ; 

d)
2

2

4( 16)

16





I

m
x

m
 ; 

2

16

16



I

m
y

m
 ; 

e) I n»m trªn elip 
2 2

1.
16 4

 
x y

 Hai tiªu ®iÓm 

1( 2 3 ; 0)F  vµ 2(2 3 ; 0).F  8. a) 
2


x

y  vµ 

2

x
y  ; b) 32 ; d) (4 3 3) 6 20 3 24 0    x y , 

xP  8  2 3 , yP  4  3 , xQ  5  2 3 , 

yQ  
5

3
2


  ; e) Gäi I vµ J lÇn l−ît lµ 

trung ®iÓm MN, PQ th× xI  xJ. Do I, J 

cïng thuéc ®−êng th¼ng MN nªn I  J. 9. a) 

F(1 ; 0), d : x  1  0 ; b) K  (1 ; m), 

H  (0 ; m), 
2

;
4

 
   
 

m
M m  ; c) 4x  2my  m

2
  0 ; 

d) §−êng th¼ng IM cã vect¬ ph¸p tuyÕn 

(4; 2 ) n m


, KF


 cïng ph−¬ng víi .n


 VËy 

KF  IM. 
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