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NHUNG DIEU HOC SINH CAN CHU Y KHI SU DUNG SACH GIAO KHOA

1. Khi nghe thay cd gido gidng bai, luén luén cbé SGK trudc mat. Tuy nhién
khong viét, vé thém vao SGK dé nam sau cac ban khac c6 thé dung dudc.

2. Vé trinh bay, sach gido khoa c6 hai mang : mang chinh va mang phu.
Mang chinh gém céac dinh nghia, dinh Ii, tinh chét,... va thudng dudc dong
khung hodc cé dudng vién 8 mép trai. Mang nay dudc in IUi vao trong.

3. Khi gap Cau hoi , can phai suy nghi, tra 16i nhanh va ding.

4. Khi gap Hoat déng , phai ding but va gidy nhap dé thuc hién nhiing
yéu cau ma hoat déng doi hoi.
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MO PAU VE PHEP BIEN HINH

1. Phép bién hinh
Trong Dai s0, ta da bi€t mot khai niém quan trong : khai niém "ham s6".
Ta nhic lai : Néu c6 mot quy tic dé véi méi s6 x € R, xdc dinh duoc mot
s6 duy nhat y € R thi quy tic d6 goi 1a mét ham s6 xdc dinh trén tdp so
thuc R.
Bay gid, trong ménh dé trén ta thay s6’ thuc bing diém thudc mdt phdng thi
ta dugc khdi niém vé phép bién hinh trong mit phang. Cu thé 12
Néu c6 mot quy tic dé v6i mdi diém M thudc mat phang, x4dc dinh duoc
mot diém duy nhat M’ thuoc mat phang ay thi quy tic d6 goi 1a mor phép
bién hinh (trong mdt phdng).

Vay ta c6
DINH NGHIA
Phép bién hinh (trong mdt phdng) la mot quy tdc dé véi méi
diém M thuéc mdt phdng, xdc dinh duoc mot diém duy nhdt
M’ thuéc mdt phdng dy. Piém M’ goi la dnh ciia diém M qua
phép bién hinh do.
2. Cac vidu
Vidul M

Cho dudng thang d. V6i mbi diém M, ta xac dinh
M’ 1a hinh chiéu (vuong géc) cua M trén d (h.1)
thi ta dugc mot phép bién hinh.

Phép bién hinh nay goi la phép chiéu (vuong
goc) lén duong thdng d. Hinh 1

Vidu 2

: |

Cho vecto i, v6i mdi diém M ta xdc dinh diém 7/’ .
M’ theo quy tic MM’ =i (h.2). /
M

Nhu vay ta ciing c6 mot phép bi€n hinh. Phép
bién hinh d6 goi 1a phép tinh tién theo vecto u. Hinh 2



Vidu 3

V6i mdi diém M, ta xac dinh diém M’ tring v6i M thi ta ciing dugc mot
phép bién hinh. Phép bién hinh d6 goi 1a phép dong nhdt.

3. Ki hiéu va thuat ngir

Néu ta ki hiéu mot phép bién hinh nao dé 1a F va diém M’ 1a anh cua diém M
qua phép bién hinh F thi ta viet M" = F(M), hoac F(M) = M’. Khi d6, ta con
néi phép bién hinh F bién diém M thanh diém M'.
V6i mdi hinh ., ta goi hinh %" gébm céc diém M’ = F(M), trong d6 M € ./, 1a
dnh cua H qua phép bién hinh F, va viét A= F(A').

]@% 1) Hay vé mét dudng tron va mot dudng thang d rdi vé anh ciia dudng tron qua
phép chiéu |én d.

2) Hay v& mot vecto i va moét tam giac ABC r6i lan lugt vé anh A’, B, C’ clia cac dinh A,
B, C qua phép tinh tién theo vecto i. C6 nhan xét gi vé hai tam giac ABC va A'B'C’ ?

PHEP TINH TIEN
VA PHEP DOI HINH

1. Dinh nghia phép tinh tién
Ta nhéc lai dinh nghia phép tinh tié€n da n6i 6 Vidu 2 §1 :

Phép tinh tién theo vecto U la mot phép bién hinh bién diém
M thanh diém M’ sao cho MM’ = ii .

Phép tinh tién theo vecto # thuong duoc ki hiéu 1a T hoac T;. Vecto u
duoc goi 1a vecto tinh tién.

Phép dong nhdt cé phdi la phép tinh tién khong ?

2. Cac tinh chat cua phép tinh tién

1
ﬁ% Gi& sl phép tinh tién theo vectd i bién hai diém M, N |an lugt thanh hai diém M’, N".
C6 nhan xét gi vé hai vecto MN va M'N’ ? So sanh d6 dai hai vecto dé.



Vay ta c6 dinh i

DINH LI 1

Néu phép tinh tién bién hai diém M va N ldn luot thanh hai
diém M’ va N’ thi M'N’ = MN.

Nguoi ta dién ta tinh chat trén cta phép tinh tién 1a : Phép tinh tién khong
lam thay doi khodng cdch giita hai diém bt ki.

PINH Li 2

Phép tinh tién bién ba diém thdng hang thanh ba diém
thdng hang va khong lam thay doi thit tw ba diém dé.

Chirng minh

Gia sur phép tinh tié€n bién ba diém A, B, C thanh ba diém A’, B’, C". Theo
dinh1li 1,tac6 A'B'=AB, BC'=BC vaA'C’' = AC.

Néu A, B, C thang hang, B nam giita A va C thi AB + BC = AC. Do d6 ta
ciing c6 A'B’ + B'C' = A'C’, tiic 1a A", B’, C’ thang hang, trong d6 B’ nim
gitta A’ va C". O
Ti dinh 1i trén, ta dé dang suy ra hé qua sau day

HE QUA

Phép tinh tién bién duong thang thanh duong thang, bién
tia thanh tia, bién doan thdng thanh doan thdng bdng né, bién
tam gidc thanh tam gidc bdng né, bién duong tron thanh
duong tron cé cung bdn kinh, bién géc thanh géc bang né.

3. Biéu thirc toa dd chGia phép tinh tién

Trong mit phiang vé6i hé truc toa do Oxy, cho phép Y i
tinh ti€n theo vecto i. /"/,.M
Biét toa do clia i 1a (a ; b). Gia st di€ém M(x ; y) M
bién thanh diém M'(x"; y’) (h.3). 0 >
Cul . X'=x+a
Khi dé ta c6 Hinh 3
y =y+b.




Cong thic trén goi 1a biéu thitc toa do ciia phép tinh tién theo vecto
i(a;b).

2
ﬁ Hay gidi thich vi sao c6 céng thic trén.

4. Ung dung cta phép tinh tién
Bai toan 1
Cho hai diém B, C c¢6 dinh trén duong tron (O ; R) va mot diém A thay doi
trén duong tron dé. Chitng minh rang truc tam tam gidc ABC ndm trén mot
duong tron co dinh.
Gidi
Néu BC la duong kinh thi truc tam H cla tam giac
ABC chinh 1a A. Vay H nam trén dudng tron c6
dinh (O ; R).
Né&u BC khong phai 1a duong kinh, v& duong kinh
BB’ cia dudng tron (h.4). Y

B C
Dé thdy rang néu H 1a tryc tam cua tam gidc ABC U

thi AH = B'C (trén hinh 4, diéu d6 suy tir nhan xét —
tt gidc AHCB’ 1a hinh binh hanh). .

Nhu vay, phép tinh tién theo vecto ¢6 dinh B'C bién diém A thanh diém H.
Do d6, khi A thay ddi trén (O ; R) thi truc tam H luon nim trén dudng tron
c6 dinh 1a anh ctia duong tron (O ; R) qua phép tinh ti€n ndi trén. 0
Bai toan 2

Hai thon nam & hai vi tri A va B cdch A
nhau mot con song (xem rang hai bo

song la hai dwong thdng song song)

(h.5). Nguoi ta dy dinh xdy mot chiec ~— M
cdu MN bdc qua séng (cé nhién cdu — ~—~"~"~"~"= O
phdi vuéng géc voi bo song) va lam hai
doan duong thdang tir A dén M va tir B
dén N. Hdy xdc dinh vi tri chiéc cdu
MN sao cho AM + BN ngdn nhdt.

Hinh 5



Nhdn xét

Bai todn s€ rat don gian néu con song rat hep, hep dén mic hai bo song a
va b xem nhu trung v6i nhau.

3

ﬁ% Hay giai bai toan trong trudng hdp dac biét do.
Trudong hop téng quét (h.5) c6 thé dua vé trudng hop trén bing mot phép
tinh ti€n theo vecto MN d€ a trung b. Khi d6 diém A bién thanh diém A’

sao cho ﬂ; = W vado d6 A'N = AM.

4
]% Tu ggi y d6, hay giai bai toan trong trudng hdp téng quat.

5. Phép dgi hinh

Khong phai chi ¢6 phép tinh tién "khong lam thay déi khoang cach gitta hai
diém" ma con nhiéu phép bién hinh khdic ciing c6 tinh chat d6 (tinh chat nay
con duoc goi 1a tinh chét bdo toan khodng cdch gitta hai di€ém). Ngudi ta goi
cac phép bién hinh nhu vay 1a phép doi hinh.

DINH NGHIA

Chu y rang cdc tinh chit da néu cua phép tinh ti€n dugc ching minh chi
dua vao tinh chét "khong lam thay doi khodng cdch giita hai diém". Boi
vay, cdc phép doi hinh ciing ¢6 nhitng tinh chat d6. Cu thé ta c6

Phép doi hinh la phép bién hinh khong lam thay doi khodng
cdch giita hai diém bdt ki.

DINH Lf

/ Phép doi hinh bién ba diém thdng hang thanh ba diém thd’@
hang va khong lam thay doi thit tu ba diém dé, bién duong
thang thanh duong thdng, bién tia thanh tia, bién doan thdng
thanh doan thdng bdng né, bién tam gidc thanh tam gidc
bdang né, bién duong tron thanh duong tron cé cung bdn

kkl/nh’ bién géc thanh goéc bang né. /




Cau héi va bai tép

Qua phép tinh ti€n T theo vecto u # 0, duong thang d bién thanh
duong thang d’. Trong trudng hop nao thi : d tring d’ ? d song song vé6i d’ ?
dcatd'?

Cho hai dudng thang song song a va a’. Tim tit ca nhitng phép tinh tién
bién a thanh a".

Cho hai phép tinh ti€n T; va T;. V6i diém M bat ki, T; bién M thanh
diém M’, T; bién M’ thanh diém M". Ching to rdng phép bi€n hinh bién M
thanh M" 1a mot phép tinh tién.

Cho dudng tron (O) va hai diém A, B. Mot diém M thay doi trén dudng
tron (0). Tim qu§ tich diém M’ sao cho MM' + MA = MB.

Trong mat phang toa do Oxy, v6i «, a, b 1a nhiing s6 cho truéc, xét phép
bién hinh F bién méi diém M(x ; y) thanh diém M’(x’; y’), trong d6

x'=Xxcosa —ysina +a
y'=xsina + ycosa + b.

a) Cho hai diém M(x| ; y), N(x5 ; y,) va goi M’, N’ 1an luot la anh ctia M,
N qua phép F. Hay tim toa do cia M’ va N".

b) Tinh khoang cach d gitta M va N ; khoang céach d’ gitta M’ va N'.

c¢) Phép F c6 phai la phép doi hinh hay khong ?

d) Khi = 0, ching to rang F 1a phép tinh tién.

Trong mat phang toa do Oxy, xét cac phép bién hinh sau day :

— Phép bién hinh F; bién mbi diém M(x ; y) thanh diém M'(y ; —x) ;

— Phép bién hinh F, bién méi diém M(x ; y) thanh diém M'(2x ; y).

Trong hai phép bién hinh trén, phép nao la phép doi hinh ?



PHEP POI XUNG TRUC

1. DPinh nghia phép ddi xtng truc

Ta nhéc lai : Piém M’ goi la doi xitng véi diém M qua
duong thdang a néu a la duong trung truc cia doan
thang MM’ (h.6). Néu M ndm trén a thi ta xem M doi
xung voi chinh né qua a. Me——B

Phép do6i xiing qua dudng thang a duoc dinh nghia
nhu sau Hinh 6
DINH NGHIA 1

Phép doi xing qua duong thdng a la phép bién hinh bién moi
diém M thanh diém M’ doi xiing véi M qua a.

Ki hiéu va thuat ngir

Phép d6i xting qua dudng thang a thudng dugc ki hiéu 1a D,. Phép d6i xing

qua duong thang con goi don gian 14 phép doi xitng truc.

Puong thang a goi 12 truc ciia phép doi xirng, hay don gian 12 truc déi xiing.

Qua phép doi xing truc D, nhitng diém nao bién thanh chinh né ?

Néu phép doi xiing truc D, bién diém M thanh diém M’ thi né bién diém M’
thanh diém nao ? Néu né bién hinh H thanh hinh A’ thi né bién hinh A’

thanh hinh nao ?

2. Dinh li

[ Phép doi xiing truc la mot phép doi hinh. ]

]@%1 (D& chimg minh dinh Ii)

Gia st D, 1a phép d6i x(mg qua dudng théng a. Ta chon hé truc toa d6 Oxy ma Ox la
dudng thang a (h.7).

10



Lay hai didm tuy y A(x, : v,) va B(xg ; yp), héy viét B
toa do6 cta A’= P (A) va B’ = D (B) réi dung cong
thic tinh khodng cach dé ching minh A’B’ = AB.

&

CHUY

Q
e =
H]

j‘tb\

Qua hoat dong trén, ta thady néu B’
phép doi xing qua truc Ox bién Hinh 7
diém M(x ; y) thanh diém M'(x"; y’) thi

{x’ =x
Y =-y

Cong thic trén goi 1a biéu thiic toa dé ciua phép doi xing

qua truc Ox.

Phép doi xiing qua truc Oy cé biéu thiic toa do nhu thé nao ?

3. Truc ddi xing ciia mdt hinh

Chiing ta hdy quan sit bon hinh sau day (méi chit cdi 1a mot hinh) :

A D P Q

Nguoi ta n6i hinh thd nhat va hinh thi hai ¢é tinh "can xing" vi v6i moi
hinh, c6 thé tim thdy mot dudong thang sao cho phép ddi xing qua dudng
thang d6 bién hinh 4y thanh chinh né. Cic duong thang d6 goi 1a truc doi
xtng ctia moi hinh. Hai hinh con lai khong "can xiing" vi chiing khong c6
nhitng dudng thang nhu vay.

DINH NGHIA 2

Duong thang d goi la truc doi xing cvia hinh A néu phép doi

xiing truc D ; bién A 'thanh chinh né, ticc la B (A ) = H.

Mot hinh c¢6 thé khong c6 truc d6i xing, ciing c6 thé c6 mot hay nhiéu
truc doi xuing.

11



Trong cdc hinh sau ddy, hinh nao cé truc doi xiing va cé mdy truc ? (Moi

4. Ap dung

12

chit cai la mét hinh)
A B CDW®DEGMHI KL
M NOPQRSTUVXY/Z

{}

= (® L] 37

Hay lam thu !

Cdc em hdy nhé mot giot muc lén mot to gidy trdng, roi gdp to gidy theo
mot duong thdng di qua giot muc dé. Ap hai phdn ciia to gidy sdt vao nhau
roi mo ra. Cdc em sé duoc nhitng hinh cé truc doi xiing kha ki thii !

Duoi ddy gidi thiéu vdi cdc em mot s hinh nhu vay.

Nguoi ta t6 chiic mot cudc chay thi
trén bai bién véi diéu kién sau : Cic
van dong vién xuét phat tir dia diém
A va dich 12 dia diém B, nhung trudc
khi dén B phai nhiing minh vao nudc
bién (ta gia su ring mép nudc bién 1a
mot dudng thang) (h.8).

Dé chién thing trong cudc chay dua
nay, ngoai toc do chay, con c6 mot
yé€u t6 quan trong la van dong vién
phai xdc dinh vi tri M & mép nu6c ma minh phai chay tir A t6i dé€ nhing
minh vao nuéc bién, 16i tir d6 chay dén B sao cho quang dudng phai chay
12 ngan nhat.




Nhu vay, bai todn c6 thé phét biéu dudi dang .

toan hoc thuan tuy sau day

Cho hai diém A va B nam vé mét phia ciia N ~B
dwong thdng d (h.9). Hay xdc dinh diém M trén M d
d sao cho AM + MB bé nhat. Hinh 9

Néu hai diém A va B nam vé hai phia cua duong thdang d thi 1oi gidi bai

10.

todn trén rdt don gidn. Trong truong hop dé, diém M cdn tim la diém nao ?
Bay gio xét trudng hop A, B nim vé mot phia cua d. Hay 1ay diém A’ doi
xing véi A qua d, va chi y rang : AM + MB = A'M + MB.

2
Vi goi y trén day, hay néu IGi gidi cla bai toan.
Cau héi va bai tép
Qua phép doi xing truc D, (a 1a truc doi xting), dudng théng d bién thanh
dudng thang d’. Hiy tra 10i cdc cau hoi sau :
a) Khi nao thi d song song v6i d’' ?
b) Khi nao thi d trung v6i d’ ?

¢) Khi nao thi d cét d’ ? Giao diém ctia d va d’ c6 tinh chat gi ?
d) Khi nao d vuong goc v6i d’ ?

Trong mat phang toa do Oxy, cho cdc dudng tron (¢)) va (%,) lan luot c6
phuong trinh :

() : X2 er2 —4x+5y+1=0;

(@) : x> +y* +10y—5=0.
Viét phuong trinh anh clia méi dudng tron trén qua phép déi xiing c6 truc Oy.
Cho géc nhon xOy va mot diém A ndm trong géc d6. Hay xéac dinh diém B
trén Ox va diém C trén Oy sao cho tam gidc ABC c6 chu vi nho nhét.

Cho hai diém B, C ¢6 dinh nam trén dudng tron (O ; R) va diém A thay doi
trén dudng tron d6. Hay dung phép d6i xing truc dé chitng minh ring truc
tam H cua tam gidc ABC nam trén mot duong tron c6 dinh.

Huéng ddn. Khi BC khong phai 1a dudng kinh, goi H’ 1a giao diém cua
duong thang AH v6i dudng tron (O ; R). Chitng minh ring H déi xing véi H’
qua duong thang BC.

13



11. a) Chi ra truc d6i xing (néu cé) cua moéi hinh sau day (moi hinh 1a mot tix
bao gobm mot s6 chit cdi) :

MAM, HOC, NHANH, HE, SHE, COACH, IS, IT,
SOS, CHEO

b) Chiing minh rang d6 thi ciia ham s6& chan luon ¢6 truc d6i xing.

PHEP QUAY
VA PHEP POI XUNG TAM

1. Pinh nghia phép quay

Trong mdt phdang cho mot diém O cé dinh va goc luong gidc ¢
khong doi. Phép bién hinh bién diém O thanh diém O, bién
moéi diém M khdc O thanh diém M’ sao cho OM = OM’ va
(OM, OM’) = @ duoc goi la phép quay tdm O goc quay @.

Phép quay thuong dugc ki hiéu 1a Q, va n€u mudn chi rd tam quay O va

goc quay ¢ thi ta ki hiéu phép quay do 1a Q ¢, ).

Hinh 10 cho ta thdy phép quay tam O géc quay g bién di€ém M thanh diém
M’, bién 14 co € thanh 14 co €.

Phép dong nhdt cé phdi la phép quay hay khong ?

14



2. Binh li

[ Phép quay la mot phép doi hinh. ]

Chitng minh

Gia sl phép quay Q ¢, o) bi€n diem M thanh M’ va bién di€ém N thanh N’
trong d6 O, M, N khong thiang hang (h.11). Theo dinh nghia ctia phép quay,
ta co

N’

OM = 0OM’,
ON =ON’
va (OM,OM")=(ON,ON’) = ¢.
Theo hé thiic Sa-1o vé gbc luong gidc, ta c6
(OM, ON) =(OM, OM’) + (OM’, ON)
=(ON, ON’)+ (OM’, ON)

=(OM’, ON’).
Suy ra MON = M'ON’. Nhu vay hai tam gidc Hinh 11
MON va M'ON’ bang nhau, do d6 M'N’= MN.
Trudng hop O, M, N thang hang, ta thdy ngay M'N’= MN. O
B
I
Cho hinh ngii giac déu ABCDE tam O (h.12). Hay
chi ra mét s6 phép quay bién ngi giac dé thanh A ¢
chinh n6.
E D
Hinh 12

3. Phép doi xirng tam

Mot truong hgp dac biét cua phép quay l1a phép quay véi goc quay m. Khi
dé, néu O 1a tam quay thi mdi diém M duoc bién thanh diém M’ sao cho O
1a trung diém cha MM’. B6i vay, phép quay do6 con c6 tén goi 1a phép doi
xting qua diém O.

Phép doi xting qua diém O cdn ¢6 thé duoc dinh nghia nhu sau :

Phép doi xitng qua diém O la mot phép bién hinh bién moi
diém M thanh diém M’ doi xiing véi M qua O, ¢6 nghia la

OW+0M’=5.
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Ki hiéu va thuat ngit

Phép d6i xing qua diém O thudng dugc ki hiéu 1a D,,. Phép doi xing qua
mot diém con goi don gian 12 phép doi xitng tam.

biém O goi la tdm ciia phép doi xiing, hay don gian 1a tdm doi xiing.

Biéu thitc toa do

Trong hé toa do Oxy cho diém I(a ; b). N&éu phép doi xiing tam D, bién
diém M(x ; y) thanh diém M'(x"; y’) thi

x'=2a-x
y =2b-y.

Cong thiic trén goi 1a biéu thiic toa do ciia phép doi xiing tam b,

2
% Hay gidi thich tai sao c6 cong thic trén.

Tam doi xitng cia mot hinh

Ching ta hiy quan sdt cdc hinh bi€u thi cdc chit cdi sau day

Z S N

Tuy cac hinh d6 khong c6 truc d6i xiing nhung ching ciling c6 tinh "can
xting" nao d6. Li do 1a v6i méi hinh, ta ¢6 thé tim thdy mot diém O sao cho
phép doi xting tam D bién hinh d6 thanh chinh né.

Diém O nhu thé ciia méi hinh trén day la diém nao ?
Ciéc diém O nhu vay duoc goi 1a tam d6i xing ctia mdi hinh.

Diém O goi la tam doi xieng cua mét hinh H néu phép doi
xting tam D o bién hinh A thanh chinh né, tiic la B o(H') = A.

Trong bang chit cdi in hoa, nhitng chit nao cé tdm doéi xitng ? Nhiing chir
nao cé tam doi xiing nhung khong cé truc doi xiing ?

- Trong cdc hinh sau ddy, hinh nao cé tam doi xiing ?

=l Ay Sk
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4. Ung dung ctiia phép quay
Bai toan 1
Cho hai tam gidc déu OAB va OA’'B’ nhu hinh 13.
Goi C va D ldn luot la trung diém cua cdc doan thdng
AA’va BB’. Chitng minh rang OCD la tam gidc déu.
Gidi
Xét phép quay Q tam O véi goc quay bang mot goc Hinh 13
lugng gidc (OA, OB). R6 rang Q bién A thanh B va bién
A’ thanh B’, nén Q bién doan thang AA’ thanh doan thang BB’. Tir d6 suy ra Q
bién trung diém C clia AA' thanh trung diém D ctia BB'. Do d6 OC = OD va

COD = 60°. Vay OCD 1a tam gidc déu. O

Bai toan 2
Cho duong tron (O ; R) va hai diém A, B c¢d dinh. Véi méi diém M, ta xdc
dinh diém M’ sao cho MM’ = MA + MB. Tim quy tich diém M’ khi diém M
chay trén (O ; R).

Gidi (h.14)

Goi I 1a trung diém cta AB thi [ ¢6 dinh va
MA + MB = 2MI .

B&i vay, MM’ = MA+ MB khi va chi khi
MM’ = ZW, tdc 1a MM’ nhan [ lam trung

diém hay phép doi xtng tam D; bién diém M
thanh M’. Vay khi M chay trén dudng tron
(O ; R) thi quy tich M’ 1a anh ctia dudng tron d6 qua P;. Néu ta goi O’ 1a diém
doi xing ctia O qua diém [ thi quy tich ctia M’ 1a dudng tron (O’ ; R). ]

Hinh 14

Bai toan 3

Cho hai duong tron (O ; R) va (O ; Ry) cdt nhau tai hai diém A, B. Hay
dung mot duong thing d di qua A cdt (O 5 R) va (O ; Ry) ldn luot tai M va
M, sao cho A la trung diém ciia MM ;.

Gidi (h.15)

Gia sir ta da dung duoc duong thang d thod man yéu cdu clia bai toan. Goi
D, la phép d6i xing qua A thi D, bién diém M thanh diém M, va bién
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duong tron (O ; R) thanh duong
tron (O’ ; R). Vi M nam trén (O ; R)
nén M, nam trén (O’ ; R). Mat khac
M, lai nam trén (O ; R;) nén M, la
giao diém khic A cha hai dudng
tron (O’ ; R) va (Oq ; Ry).

Tt d6 suy ra cach dung :

* Dung duong tron (O’ ; R) doi
xiing vé6i (O ; R) qua diém A (O’ 1a
diém doi xiing ctia O qua A).

* Lay giao diém M, cta hai dudng trdn (O, ; R)) va (O’; R), M khac A.
* Puong thing d 1a dudng thing di qua A va M.

Vi sao d thod man diéu kién cua bai todn ?

12.

13.

14.

15.

18

Céu hdi va bai tap

Cho phép quay Q tam O véi géc quay ¢ va cho dudng thang d. Hay néu cich
dung anh d’ ctia d qua phép quay Q.

Cho hai tam gidc vuong can OAB va OA'B’ B

c6 chung dinh O sao cho O ndm trén doan
thing AB’ vad nim ngodi doan thang A'B A
(h.16). Goi G va G’ lan lugt la trong tam
cac tam gidc OAA’ va OBB’. Ching minh
GOG’ 1a tam gidc vudng can.

B’ 0 A

Gia stir phép doi xung tam D, bien duong
Hinh 16

thang d thanh duong thang d’. Chitng minh
a) Néu d khong di qua tam d6i xding O thi d’ song song véi d, O cach déu d
vad’;

b) Hai dudng thing d va d’ tring nhau khi va chi khi d di qua O.

Cho phép d6i xing tam D, va dudng thang d khong di qua O. Hay néu cach

dung &nh d’ cta dudng thang d qua D). Tim cach dung d’ ma chi st dung
compa mot 1an va thudc thang ba lan.



16. Chi ra cdc tam d6i xding clia cac hinh sau day :

a) Hinh gém hai dudng thang cit nhau ;
b) Hinh gém hai duong thang song song ;
¢) Hinh gém hai dudng tron bang nhau ;
d) Buong elip ;

e) buong hypebol.

17. Cho hai diém B, C c6 dinh trén duong tron (O ; R) vd mot diém A thay
déi trén dudng tron d6. Hay dung phép doi xting tam dé chiing minh ring
truc tam H cua tam gidc ABC nam trén mot dudng tron c6 dinh.

Hudng ddn. Goi I 1a trung diém clia BC. Hiy vé dudng kinh AM cia dudng
tron roi chitng minh riang 7 1a trung diém ctia doan thang HM.

18. Cho duodng tron (O ; R), dudng thang A v diém /. Tim diém A trén
(O ; R) va diém B trén A sao cho [ 1a trung diém clia doan thang AB.

19. Trong mat phing toa do Oxy, cho dudng thang A : ax + by + ¢ = 0 va diém
I(xo ; o). Phép d6i xting tam D; bién dudng théng A thanh dudng thang A',
Viét phuong trinh ctia A".

HAI HINH BANG NHAU

Chiing ta biét rang phép doi hinh bién tam gidc thanh tam gidc bang né.

Bay gid ta dat van dé : Cho hai tam gidc bang nhau thi ¢6 hay khong mot
phép doi hinh bién tam gidc nay thanh tam gidc kia ?

1. Dinh li

Néu ABC va A'B’'C’ la hai tam gidc bang nhau thi ¢é phép
doi hinh bién tam gidc ABC thanh tam gidc A'B'C’.

Chitng minh

Ta xdc dinh mot phép bién hinh F nhu sau : F bién méi diém M thanh diém M’
sao cho néu CM = pCA +qCB (p € R, g € R) thi CM’ = pC'A’ + qC'B’
(h.17).
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Ta chitng minh F' 1a phép doi hinh. That
vay, gid str ¢6 thém diém N va F bién N M
thanh N, tic 1a néu CN = kCA + ICB

thi C'N’ = kC'A’ + IC'B’. Khi d6 ¢
WIN - CN - G A
= (k= p)CA + (I - q)CB. o
Suy ra
MN? = MN’ Soom
= (k- p)*CA* + (I - 9)*CB* Hinh 17 ’

+2(k - p)(I — q)CACB.

Hoan toan tuong tu, ta cling co

— 2

M'N? = M'N’

= (k= p)?>C'A? + (1 - ¢)*C'B? +2(k - p)(l — q)C’A’.C'B".
Vi hai tam gidc ABC va A’B'C’ bang nhau nén CA = C'A’, CB = C'B’ va
CACB = C'A’.C'B’ . Béi vay, ta suy ra MN = M’N" hay F la phép doi hinh.

R& rang phép doi hinh d6 bién A, B, C lan lugt thanh A’, B, C’, titc 1a bién
tam gidc ABC thanh tam gidc A'B’'C". 0

2. Thé& nao la hai hinh bang nhau ?

20

Tu dinh 1i trén ta c6 thé phat biéu : "Hai tam gidc bdng nhau khi va chi khi
c6 phép doi hinh bién tam gidc nay thanh tam gidc kia". Nhu vay, khai
niém "bang nhau" cla hai tam gidc c6 thé dugc dinh nghia bang hai cdch
tuong duong sau day :

1) Hai tam gidc goi la bang nhau néu chiing c¢é cdc canh tuong iing bdng
nhau va cdc goéc tuong ting bang nhau.

2) Hai tam gidc goi la bang nhau néu c¢é phép doi hinh bién tam gidc nay
thanh tam gidc kia.

D6i v6i sy bang nhau cta cdc hinh néi chung, nguoi ta dung cich dinh
nghia thtt hai. Vay ta c6 dinh nghia téng quét sau day

Hai hinh goi la bdng nhau néu cé phép doi hinh bién hinh
nay thanh hinh kia.




Tt dinh nghia trén ta suy ra

Néu hinh A\ bang hinh 5 va hinh 5 bang hinh 3 thi hinh
M\ bang hinh A3.
That vay, vi .#; bang -#, nén c6 phép doi hinh F bién #] thanh .45, vi A,
bang -#; nén c6 phép doi hinh G bién .#; thanh .#5.
Néu ta thuc hién lién ti€p phép doi
hinh F va phép doi hinh G thi hién A, H,
nhién ta dugc phép doi hinh bién I I
| thanh .#3. Vay /| bang 3. O O O
Chang han, trén hinh 18, hinh %] O
bang hinh -, vi c¢6 phép tinh tién |
bién ] thanh .#; ; hinh .#; bang A
hinh 3 vi c6 phép doi xung truc N
bién .7{/2 thanh J/g Vay hai hinh .7{/1 Hinh 18
va /3 bang nhau.

O O

Co thé em chwa biét

LAT MAT DHANG

TU xa xua, ngudi ta da biét trang tri blc tudng, dét théu thdm hoa, lat nén nha, ...
bang nhiing hinh vé&, nhiing vién gach bang nhau véi cac hoa van giéng nhau, ...

el Tl
et N
i i

Cac mau hinh v&, hoa vén, ... c6 thé rat khac nhau nhung ngudi ta chiing minh
dugc rang thuc ra chi c6 17 cach sap xé&p lap di I&p lai cac hinh nhu thé dé lat
khap mat phang.

i
"
iF

¥
1%

L

*

e
il
e
e

Né&u chi dung cac phép tinh tién va phép quay dé bién moét vién gach nay thanh
mot vién gach khac thi c6 5 cach lat :
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€u dung thém ca phép déi ximg truc thi c6 thém 12 cach lat nita :

Conn

PArrarara
Parararara
rararararn

AN e <qp-<qp>-
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GO, LA NENE
VI Laudng €€
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20.

21.

22.

23.

24.

el
d
el
Z

7 [NNZ [N

NUZONUZA SO N

Trong 17 céach lat trén, ngudi ta da tim thdy 11 cach lat & dén Alhambra thanh phd
Granada (Tay Ban Nha), 5 cach khac da tim thay & chau Phi, cach con lai cling da
tim thay trong mét trang tri c6 & Trung Quéc.

Cau héi va bai tép
Chiing t0 rang hai hinh chit nhat ciing kich thuéc (cing chiéu dai va chiéu
rong) thi bing nhau.

a) Chiing minh rang hai ti gidc 16i c6 cédc cap canh tuong ing bang nhau
va mot cdp dudng chéo tuong ing bang nhau thi bang nhau.

b) Ching minh ring hai ti gidc 16i ¢6 cdc cap canh tuong ing bang nhau
va mot cap goc twong tng bang nhau thi biang nhau.

¢) Hai t& gidc 16i ¢6 cdc cap canh tuong Gng bang nhau thi ¢6 bang nhau
hay khong ?

Da giédc 16i n canh goi 1a n-gidc déu néu tat ca cdc canh cua né biang nhau
va tat ca cdc gbéc cua nd bang nhau. Ching to ring hai n-gidc déu bang
nhau khi va chi khi ching cé canh bang nhau.

Hinh #| gom ba duong tron (O ; ry), (O, ; 1) va (O3 ; r3) d6i mot tiép xic
ngoai v6i nhau. Hinh .#; gom ba dudng tron (I . ry), (I3 ; rp) va (I3 ; r3) doi
mot ti€p xtic ngoai v4i nhau. Ching to rang hai hinh .#; va ), bing nhau.

Cho hai hinh binh hanh. Hay vé& mot dudng thang chia méi hinh binh hanh
d6 thanh hai hinh béng nhau.
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PHEP VI TU

Hin-be (Hilbert)

Ai day ?

Chiing ta haly quan sat hai buc chan dung & hinh v& trén. Tuy kich thudc cua
ching khac nhau nhung hinh dang cla chding rat "giong nhau" (ta néi ching
"doéng dang" v6i nhau). Vi biic nho hon 1a chan dung ctia nha todn hoc Hin-be,
nén bic 16n hon ciing 1a chan dung ctia nha todn hoc doé.

Sau day, chiing ta s& no6i vé cdc phép bién hinh khong 1am thay déi hinh
dang cta hinh. Trudc hét, trong bai nay, ta néi dén phép vi tu, mot truong
hop riéng cuia nhitng phép bién hinh nhu thé.

1. Pinh nghia

Cho mét diém O ¢ dinh va mot s6 k khong doi, k # 0. Phép
bién hinh bién méi diém M thanh diém M’ sao cho
OM' = kOM duoc goi la phép vi tu tam O i 56 k.

Ta thuong ki hiéu phép vi tu bdi chit V, néu can ndi rd tam O va ti s6 k cla

n6 thi ta ki hieu 1a Vo .

Hinh 19 cho ta thdy phép vi tu tdm O ti s6 k = 2 va phép vi tu tam O ti sO

... ’
k= -3 bién hinh - thanh cédc hinh nhu thé nao.

Hinh 19
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2. Cac tinh chat cua phép vi tu

PINH Li 1

Néu phép vi tu ti s6 k bién hai diém M va N ldn luot thanh
hai diém M’ va N’ thi
M'N’ = kMN va M'N' = |kl MN.

Chitng minh
Néu O la tam cua phép vi tu thi theo dinh nghia, ta c6 OM’ = kO—M,
ON’ = kON.

Vay M'N’=ON’ —OM’ = kON - kOM = k(ON — OM) = kMN.
Tir d6 suy ra M'N’ = |k| MN. O

PINH Li 2

Phép vi tw bién ba diém thang hang thanh ba diém thdng hang
va khong lam thay doi thit tu ciia ba diém thang hang dé.

Chirng minh

Gia slir ba diém A, B, C thing hang ma B nim gita A va C, tic 1a
BA = mBC véi m < 0. Néu phép vi tu ti s6 k bién A, B, C lan lugt thanh A,
B, C’thi theo dinh I{ 1, ta c6 B'’A’ = kBA, B'C’ = kBC.

Tir d6 suy ra BA’ = kBA = k(mBC) = m(kBC) = mB'C’, ttc 1a ba diém A’,
B’, C’ thang hang véi B’ nam giita A’ va C". O

HE QUA

Phép vi tu ti 56 k bién duong thdng thanh duong thdng song
song (hodc trung) véi dwuong thdng dé, bién tia thanh tia,
bién doan thdng thanh doan thdng ma do dai dwoc nhdn 1én
vgi |kl, bién tam gidc thanh tam gidc dong dang véi ti s

dong dang la k|, bién géc thanh géc bdng né.

Nhiing duong thang nao bién thanh chinh né qua phép vi tw véi ti s6'k#1 ?
Nhiing duong tron nao bién thanh chinh né qua phép vi tu véi ti s6'k #1 ?
25



3. Anh cla dudng tron qua phép vi tu

DINH Li 3

Phép vi tu ti s6 k bién duong tron cé bdn kinh R thanh duong
tron cé ban kinh |kl R,

Chirng minh (h.20)

Gia st V la phép vi tu

tam O ti s6 k va (I ; R) la duong

tron da cho. Goi I’ 1a anh clia 7 va M;
M’ 1a &nh cha diém M bat ki thi ta

c6 I'M’ = |kl IM.

B&i vay IM = R khi va chi khi M

I'M’ =|klR hay 1a M’ thuoc

dudng tron (I’ ; R’ v6i R’ = |k|R.

b6 chinh 1a anh cha duong o

tron (/ ; R) quaphép vite V. [ Hinh 20

1

Trén hinh 20, hay v& mét dudng thang d qua tam vi tu O, cat duding tron (/ ; R) tai A va
B, cét dudng tron (I’ ; R’) tai C va D. Hay néi ré cac diém A va B dudc bién thanh
nhiing diém nao qua phép vi tu dé, va giai thich tai sao.

Né&u dudng thang d noéi trén tiép xuc véi dudng tron (1 ; R) thi d c6 tiép xic véi dudng
tron (I’ ; R’) hay khéng ? Nhan xét gi vé céc tiép diém ?

4. Tam vi tu cta hai dudng tron

26

Ta da biét rang phép vi tu bién dudng tron thanh dudng tron. Bay gid ta xét
bai todn nguoc lai.

Bai toan 1

Cho hai duong tron (I ; R) va (I' ; R") phan biét. Hay tim cdc phép vi tu
bién duong tron (I ; R) thanh duong tron (I’ ; R').

Gidi

TruGc hét, ta ¢6 nhan xét : Néu phép vi tu tam O ti s6 k bién (/ ; R) thanh

’

k| = % hay k = i% va Ol = kOI. Tit d6 ta xdc dinh dugc

(I"; R') thi

céc phép vi tu ma bai toan yéu ciu. Cu thé Ia :



Truong hop hai duong tron (I ; R) va
(I"; R") dong tdm, R # R’, hién nhién khi
do O trung v6i 1. Vay ta c¢6 hai phép vi

N

tw : phép vi tu Vy tam [ ti sO va

’

phép vi tu V, tam [ ti s6 ——. (Trén

hinh 21, phép vi tv V| bi€n M thanh
M’; va phép vi tu V, bién M thanh M",). Hinh 21
Truong hop I khéong trung voi I' nhung

R = R’, titc la k = %1, khi d6 diém O

phai thod man diéu kien OI' = kOI

nén k chi c6 thé bang —1, va O la ; %
trung diém cla doan thang II’. Vay

trong truong hop nay chi c6 mot phép o

vi tu : tam O, ti s6 —1, d6 ciling chinh Hinh 22
12 phép d6i xing qua diém O (h.22).

Truong hop I khong trung I' va R # R’, ta c6 thé xdc dinh cdc phép vi tu nhu
sau (h.23) :

Hinh 23
Ta lay M’ M’, 1a mot duong kinh cua (I”; R’) va IM 1a mot ban kinh cta (7 ; R)

sao cho hai vecto I'M"} va M cliing huéng. Puong thang /I’ cat MM’y va MM,

lan luot tai O va O,.

. . . R
Khi d6 phép vi ty V| tam O t1 806 k; = 2

va phép vi tu V, tam O, ti sO

’

R
ky = —
27 R

déu bién duong tron (/ ; R) thanh dudng tron (I’ ; R). L]
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Thuat ngir
Néu c6 phép vi tu tam O bi€n duong tron nay thanh duong tron kia thi O
duoc goi 1a tam vi tw cua hai duong tron do.

Néu phép vi tu d6 c6 ti s6 duong thi diém O goi la tdm vi tw ngoai, néu
phép vi tu d6 c6 ti s6 am thi diém O goi 1a tdm vi tu trong.

Trén hinh 23, hai duong tron (/ ; R) va (I’ ; R’) ¢6 O; 1a tam vi tu ngoai,

O, 1a tam vi tu trong.

5. Ung dung cta phép vi tu

28

Bai toan 2

Tam gidc ABC ¢6 hai dinh B, C ¢ dinh con dinh A chay trén mot duong tron
(O ; R) ¢6 dinh khong cé diém chung véi duong thang BC. Tim quy tich trong
tam G cua tam gidc ABC.

Gidi (h.24)

B ‘ A
Goi I Ia trung diém ctia BC thi I ¢6 dinh. W
[ E
C

biém G Ia trong tam tam gidc ABC khi va
chi khi

G =114,
3 Hinh 24

Nhu vay phép vi tu V tam I ti s6 % bién di€ém A thanh diém G. Tu d6 suy ra
khi A chay trén duong tron (O ; R) thi quy tich G 1a anh ctia duong tron d6

qua phép vi tu V, tic 1a duong tron (O’ ; R’) ma 10" = %E va R’ = %R. ]

Bai toan 3

Cho tam gidac ABC vdi trong tam G, truc tdm H va tdm duong tron ngoai
tiep O. Chitng minh rdng GH = -2GO (nhu vdy khi ba diém G, H, O
khong tring nhau thi chiing ciing ndm trén mot duong thdng, dvoc goi la
dwong thing O-le).



A

2 (P& giai bai toan 3) A
Goi A’, B’, C’ |an lugt 1a trung diém cac canh BC, CA, AB A
clia tam giac ABC (h.25).

1) Hay chiing minh rédng O la truc tdm clia tam giac v

A'B'C". B VR C
2) Goi V la phép vi tu tdm G, ti s6 —2. Hay tim anh cla \_/
tam giac A'B'C’ qua V.

3) Qua phép vi tu V, diém O bién thanh diém nao ? Hinh 25
Vi sao ? Tur d6 suy ra két luan cla bai toan.

Goi O’ la tam duong tron ngoai tiép tam gidc A'B'C’. Qua phép vi tw' V néi

25.

26.

27.

28.

29.

30.

trén, diém O’ bién thanh diém nao ?

Cau héi va bai tép
Cac phép sau day co6 phai la phép vi tu hay khong : phép doi xing tam,
phép doi xiing truc, phép dong nhat, phép tinh ti€n theo vecto khéac 0 2
Cic khang dinh sau day c6 diing khong ?
a) Phép vi tu luon c6 diém bat dong (titc 1a diém bién thanh chinh né).
b) Phép vi tu khong thé c6 qui mot diém bat dong.
¢) Néu phép vi tu c6 hai diém bat dong phan biét thi moi diém déu bat dong.
Xac dinh tam vi tu trong va tam vi tu ngoai cta hai duong tron trong cac
truong hop sau :
a) Hai duong tron ti€p xdc ngoai véi nhau.
b) Hai duong tron ti€p xuc trong vGi nhau.
c) Mot duong tron chita duong tron kia.
Cho hai dudng tron (O) va (O) cét nhau tai A va B. Hay dung qua A mot
duong thing d cit (0O) & M va cit (0') & N sao cho M 1a trung diém ctia AN.

Cho dudng tron (O ; R) va diém I ¢6 dinh khdac O. Mot diém M thay doi
trén dudng tron. Tia phan gidc cta goc MOI cat IM tai N. Tim quy tich
diém N.

Cho hai duong tron (O) va (O’) c6 ban kinh khac nhau, ti€p xic ngoai véi
nhau tai A. Mot dudng tron (0O”) thay déi, luon ludn tiép xiic ngoai vé6i (O)
va (0’) lan luot tai B va C. Chitng minh rang dudng thing BC luéon di qua
mot diém c6 dinh.
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§ PHEP PONG DANG

1. Dinh nghia phép déng dang

Phép bién hinh F goi la phép dong dang ti s6 k (k > 0) néu
v6i hai diém bdt ki M, N va anh M’, N’ cia chiing, ta cé
M’N’ = kMN.

Phép doi hinh va phép vi tu ¢6 phdi la nhitng phép dong dang hay khong ?
Néu cé thi ti s6 dong dang la bao nhiéu ?

Goi V la phép vi tu tam O ti s6 k va D 1a mot phép dai hinh. V6i méi diém M bat ki,
V bién diém M thanh diém M, va D bién diém M, thanh diém M’. Nhu vay ta co
mot phép bién hinh F bién diém M thanh diém M’. Cé thé néi F c6 dudc bang cach
thuc hién lién ti€p hai phép bién hinh V va D.

Ngudi ta con néi rang F 1a phép hop thanh cla hai phép bién hinh V va D.

Hay chiing t6 rang F 1a mot phép déng dang ti s6 [kl

Nhu vay, néu thuc hién lién ti€p mot phép vi tu va mot phép doi hinh thi
két qua 1a mot phép dong dang. Diéu nguoc lai cling ding. Ta c6 thé ching
minh dugc dinh 1i sau day.

2. Dinh li

Moi phép dong dang F ti s6 k déu la hop thanh ciia mot phép
vi tu'V ti s k va mot phép doi hinh D.

HE QUA (tinh chat clia phép déng dang)

/Phép dong dang bién ba diém thdng hang thanh ba dié?m\
thang hang (va khong lam thay déi thir tw ba diém do),
bién duong thdng thanh dwong thdng, bién tia thanh tia,
bién doan thdang thanh doan thdng ma dé dai dugc nhdn
lén voi k (k la ti s6 cua phép dong dang), bién tam gidc
thanh tam gidc dong dang vdi ti s6 k, bién duong tron cé
bdn kinh R thanh duong tron cé bdn kinh kR, bién goc
Kthdnh gbc bdng né. Y,
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Cé phdi moi phép dong dang déu bién duong thdang thanh duong thdang
song song hodc trung voi no hay khong ?
3. Hai hinh déng dang
Trén hinh 26, ta c¢6 hai hinh ' va J#] vi tu v6i nhau (nghia la c6 phép vi tu
V bién hinh #thanh hinh #}), hai hinh .#] va .’ bang nhau (nghia la c¢6 phép
doi hinh D bién hinh .#] thanh hinh #"").

Hinh 26

Néu goi F' 1a phép hop thanh ctia V va D thi F 1a phép dong dang bién hinh .#’
thanh hinh .#”".

Ta n6i rang hai hinh H'va A'' dong dang vdi nhau. Nhu vay ta co :

PINH NGHIA
Hai hinh goi la dong dang vdi nhau néu cé phép dong dang
bién hinh nay thanh hinh kia.
CHU Y
O 16p 8, ta da biét thé nao 12 hai tam gidc déng dang. Khai niém
d6 phu hgp véi dinh nghia trén.

Cau héi va bai tép

31. Ching té rang néu phép dong dang F bién tam gidc ABC thanh tam gidc
A’B’C’ thi trong tam, truc tam, tam duong tron ngoai ti€p tam giac ABC
lan lugt bi€n thanh trong tam, truc tam, tam dudng tron ngoai ti€p tam
gidc A’'B'C".

32. Ching to rang céc da gidc déu c6 cling s6 canh thi dong dang vdi nhau.
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33.

Dung tam gidc ABC néu biét hai goc B= B, C = y va mot trong cac yéu
to sau :

a) Puong cao AH =h ;

b) Buong trung tuyén AM =m ;

c¢) Ban kinh R cua duong tron ngoai tiép.

ON TAP CHUONG 1

| - Tém tét nhitng ki€n thitc can nhé

1.

32

Phép doi hinh 1a phép bién hinh khong lam thay déi khoang cdch giita hai
diém bat ki, nghia 12 néu phép doi hinh bién hai diém M, N lan lugt thanh
hai diém M’, N’ thi M'N’ = MN.

Céc tinh chat ctia phép doi hinh : bién ba diém thing hang thanh ba diém
thing hang va khong 1am thay ddi thi tu ba diém d6, bién duong thang
thanh dudng thing, bién tia thanh tia, bién doan thing thanh doan thang
bang nd, bién gbc thanh géc bang nd, bién tam gidc thanh tam gidc bang
no, bién duong tron thanh duong tron c¢é cung ban kinh.

Ciéc phép doi hinh cu thé :

a) Phép tinh ti€n T; (theo vecto i) bi€n mdi di€ém M thanh diém M’ sao
cho MM' = u.

b) Phép doi xting truc P, (truc 1a dudng thing d) bi€én moi diém M thanh
diém M’ d6i xting v6i M qua d.

¢) Phép quay Q ¢, ¢ (tam O, géc quay @) bién O thanh O, bién moi diém M khéc
O thanh diém M’ sao cho OM = OM’ va géc luong gidc (OM, OM’) bang ¢.

d) Phép d6i xting tam P, (tam 12 diém O) bién mbi diém M thanh diém M’
doi xing v6i M qua O.

Dinh nghia v€ hai hinh biang nhau : Hai hinh goi 1a bang nhau néu c6 phép
doi hinh bién hinh nay thanh hinh kia.

Phép dong dang ti s6 k (k > 0) 1a phép bién hinh bién mébi cip diém M, N
thanh cap diém M’, N’ sao cho M'N’ = kMN.

Phép dong dang c6 cdc tinh chat : bién ba diém thang hang thanh ba diém
thang hang (vA khong 1am thay déi thit tu ba diém d6), bién dudng thing



10.

thanh duong thing, bién tia thanh tia, bién doan thang thanh doan thang
ma do dai dugc nhan lén véi k (k 1a ti s6 cia phép dong dang), bién tam
giac thanh tam gidc dong dang vdi ti s6 k, bi€n mot géc thanh goc cb cung
s0 do, bién duong tron ban kinh R thanh duong tron c¢6 ban kinh kR.

Phép vi tu Vi ) tam O ti s6 k (k # 0) bién mbi di€ém M thanh diém M’ sao
cho OM’ = kOM.

Céc tinh chat ctia phép vi tu : Phép vi tu tam O ti s6 k 1a mot phép dong
dang ti s6 |k| nén c6 cdc tinh chat cia phép dong dang. Ngoai ra, phép vi tu
c6 tinh chat dac biét sau : dudong thang néi mot diém va anh clia né luon
luon di qua O ; dnh d’ chia dudng thang d luon song song hodc trung véi d.
M6i phép dong dang bao gid ciing c6 thé xem 12 hop thanh clia mot phép vi
tu va mot phép doi hinh.

Dinh nghia vé hai hinh déng dang : Hai hinh duoc goi la dong dang vdi
nhau néu c¢6 phép dong dang bié€n hinh nay thanh hinh kia .

Il - Cac cau hoi tu kiém tra

1.

Cic khang dinh sau day c6 ding khong ?

a) Phép dong nhat 1a mot phép tinh tién ;

b) Phép dong nhat 1a mot phép quay ;

c¢) Phép dong nhat 1a mot phép doi xing tam ;

d) Phép doi xting tam 1a mot phép vi tu ;

e) Phép quay 1a mot phép dong dang ;

f) Phép vi tu 1a mot phép doi hinh.

Cho hai diém A, B phan biét. Cic khing dinh sau day c6 diing khong ?
a) C6 duy nhat mot phép doi xing truc bién A thanh B ;

b) C6 duy nhat mot phép doi xiing tam bién A thanh B ;

¢) C6 duy nhat mot phép tinh tién bi€n A thanh B ;

d) C6 duy nhat mot phép quay bié€n A thanh B ;

e) C6 duy nhat mot phép vi tu bién A thanh B.

Hay chi ra mot s6 hinh ¢6 mot trong cac tinh chat dudi day :
a) C6 vo so truc doi xung ;

b) C6 vo s6 tam doi xing ;

c¢) C6 ding n truc doi xung.
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Il - Bai tap

1.

34

Cho hai duong tron (O ; R), (O’ ; R’) va mot dudng thing d.

a) Tim hai diém M, N lan luot nim trén hai dudong tron dé sao cho d Ia
dudng trung truc ctia doan thing MN.

b) Xéc dinh diém [ trén d sao cho ti€p tuyén IT cha (O ; R) va tiép tuyén
IT’ cua (O’ ; R’) hop thanh cac gbc ma d 1a mot trong cac duong phan giac
ctia cdc goc do.

Ching minh rdng néu mot hinh nao d6 ¢6 hai truc doi xting vuong goc véi
nhau thi hinh d6 c6 tam do6i xding.

Cho dudng thang d di qua hai diém phan biét P, Q va hai diém A, B nam vé
mot phia d6i v6i d. Hay xéc dinh trén d hai diém M, N sao cho MN = @
va AM + BN bé nhat.

Cho vecto ¥ va mot diém O. Véi diém M bat ki, ta goi M, l1a diém doi
xting v6i M qua O va M’ 1a diém sao cho M;M’ = ii. Goi F 1a phép bién
hinh bién M thanh M".

a) F la phép hop thanh cua hai phép nao ? F c¢6 phai la phép doi hinh
hay khong ?

b) Chiing t6 rang F 1a mot phép d6i xiing tam.

Cho tam gidc ABC ndi ti€p trong dudng tron (O) va mot diém M thay déi
trén (0). Goi M, 1a diém d6i xting v6i M qua A, M, 1a diém d6i xting véi
M, qua B, M5 1a diém d6i xting v6i M, qua C.

a) Chiing t6 rdng phép bién hinh F bién di€ém M thanh M5 1a mot phép doi
xing tam.

b) Tim quy tich diém M5

Goi F 1a phép bién hinh ¢6 tinh chat sau day : VGi moi cap diém M, N va anh
M’, N’ cua ching, ta luon c6 M'N’ = km, trong d6 k 1a mot s6 khong doi
khac 0. Hay chiing minh ring F 1a phép tinh ti€n hodc phép vi tu.

a) Cho tam gidc ABC va hinh vuong MNPQ nhu
hinh 27. Goi V 1a phép vi tu tam A ti s0 k = j_]\lj Hay

dung anh ctia hinh vuong MNPQ qua phép vi tu V.
b) T bai toan & cau a) hay suy ra cach giai bai toan
sau : Cho tam gidc nhon ABC, hdy dung hinh vuong
MNPQ sao cho hai dinh P, Q nam trén canh BC va B Q pc
hai dinh M, N 1an luot ndm trén hai canh AB va AC. Hinh 27




Cho dudng tron (0O) ¢6 dudng kinh AB. Goi C 1a diém d6i xing v6i A qua B
va PQ la dudng kinh thay ddi ctia (O) khac duong kinh AB. Pudng thang
CQ cét PA va PB 14an luot tai M va N.

a) Chiing minh ring Q 1a trung diém ctia CM, N 1a trung diém cta CQ.

b) Tim quy tich cdc diém M va N khi duong kinh PQ thay doi.

Cho duong tron (O ; R) va diém A c6 dinh. Mot day cung BC thay déi cua
(O ; R) ¢6 do dai khong d6i BC = m. Tim quy tich ciac diém G sao cho
GA + GB + GC = 0.

IV. Cac cau hoi trac nghiém

1.

Cho hai dudng thang song song d va d’. C6 bao nhiéu phép tinh tién bién d
thanh d’ ?

(A) Khong c6 phép tinh tién nao ; (B) C6 duy nhat mot phép tinh tién ;
(C) Chi c6 hai phép tinh tién ; (D) C6 vo s6 phép tinh tién.

Cho bon duong th'fmg a, b, a’, b’ trong d6 a // a’, b/l b, a cit b. C6 bao
nhiéu phép tinh ti€n bién a va b l1an lugt thanh a’ va b’ ?

(A) Khong c6 phép tinh tién nao ; (B) C6 duy nhat mot phép tinh tién ;
(C) Chi c6 hai phép tinh tién ; (D) C6 rat nhi€u phép tinh tién.

Cho hai dudng thang cat nhau d va d’. C6 bao nhiéu phép doi xtng truc
bién d thanh d’?

(A) Khong c6 phép doi xting truc nao ;

(B) C6 duy nhat mot phép doi xing truc ;

(C) Chi c6 hai phép doi xiing truc ;

(D) C6 rat nhiéu phép doi xiing truc.

Trong cac hinh sau day, hinh nao c¢6 bon truc doi xing ?
(A) Hinh binh hanh ; (B) Hinh chit nhat ;
(C) Hinh thoi ; (D) Hinh vuong.

Trong cidc ménh dé sau, ménh dé nao sai ?
(A) Hinh gém hai duong tron khong bang nhau cé truc doi xing ;
(B) Hinh gébm mot dudng tron va mot doan thang tuy ¥ ¢6 truc déi xing ;
(C) Hinh gém mot dudng tron va mot dudng thang tuy y c6 truc doi xing ;
(D) Hinh gdbm mot tam gidc can va dudng tron ngoai ti€p tam giac dé coé truc
doi xing.
Trong céac hinh sau day, hinh nao khong c6 tam doéi xtng ?
(A) Hinh gdbm mot dudng tron va mot hinh chit nhat noi tiép ;
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10.

11.

12.

36

(B) Hinh gbm mot dudng tron va mot tam gidc déu noi tiép ;
(C) Hinh luc gidc déu ;
(D) Hinh gobm mot hinh vudéng va dudng tron noi ti€p.
Cho hinh vuong ABCD tam O. Xét phép quay Q c6 tam quay O va goéc
quay ¢. V6i gia tri nao sau day ciua ¢, phép quay Q bién hinh vuong ABCD
thanh chinh n6 ?

T

T T T
(A)qo—g, (B) ¢ =7 (C)(p—g, (D) ¢ ==

Cho hai dudng thang song song d va d’. Cé bao nhiéu phép vi tu véi ti s6
k =100 bién d thanh d" ?

(A) Khong c6 phép nao ; (B) C6 duy nhat mot phép ;

(C) Chi ¢6 hai phép ; (D) C6 rat nhiéu phép.

Cho dudng tron (O ; R). Tim ménh dé sai trong cdc ménh d¢€ sau day :
(A) C6 phép tinh tién bi€n (O ; R) thanh chinh né ;

(B) C6 hai phép vi tu bi€n (O ; R) thanh chinh no ;

(C) Co6 phép doi xting truc bién (O ; R) thanh chinh no ;

(D) Trong ba ménh dé A, B, C, ¢6 it nhat mot ménh dé sai.

Trong cdc ménh dé sau day, ménh dé nao sai ?

(A) Tam vi tu ngoai cua hai dudng tron nim ngoai hai dudng tron do ;

(B) Tam vi tu ngoai clia hai dudng tron khong nam gitta hai tam cua hai
dudng tron do ;

(C) Tam vi tu trong clia hai dudng tron luon thuoc doan thang ndi tam hai
dudng tron do ;

(D) Tam vi tu ciia hai dudng tron c6 thé 1a diém chung cua ca hai dudng
tron do.

Phép bién hinh nao sau day khong c6 tinh chat : "Bién mot dudng thang
thanh dudng thang song song hoic triing véi n6" ?

(A) Phép tinh tién ; (B) Phép doi xting tam ;

(C) Phép doi xung truc ; (D) Phép vi tu.

Trong cdc ménh dé sau day, ménh dé nao sai ?

(A) Phép doi hinh 1a mot phép dong dang ;

(B) Phép vi tu 1a mot phép dong dang ;

(C) Phép dong dang 1a mot phép doi hinh ;

(D) C6 phép vi tu khong phai 1a phép doi hinh.



Bai doc thém

= H‘I‘NH ‘TU DONG DANG
@&% VA HINH HOC FRAC-TAN (FRACTAL)

Hinh trong m&t ph&ng dudc goi la hinh tu déng dang néu mdi m&u nhd clia né déu
chira mét bd phan déng dang véi hinh d6, tic la khi phéng to bd phan nay theo mét ti
s6 thich hop, ta c6 thé dat chéng khit 1én hinh da cho.

Vi du : doan thang, hinh tam giac déu, hinh vuéng I& nhiing hinh tu déng dang.

Nhiéu hinh tu déng dang dudc xay dung bang phuong phéap l1ap (xay dung theo
tung buéc). Vidu :

« Tap Cang-to (Cantor) : Cho mét doan thdng. & buéc mét, chia doan thing do6
thanh ba doan con béng nhau réi xoa khoang & gilia (khéng ké hai mut). 3 méi
buéc ti€p theo, chia mdi doan chua xoa thanh ba doan con bang nhau réi xoéa
khodng 6 gita (khong ké hai mat). C& lam thé mai thi hinh con lai 1a tap Cang-to.

I ! £ 4 ! I (i 1/ 11/4 1L ! A A AV HAA
I T 7. T 1 I V77T 17 T VI 1

Xoa thé mai thi phén con lai la "tdp Céang-to".
« Pudng Von Kéc (Von Koch) : Cho mét doan théng. 3 budc mot, chia doan
th&ng d6 thanh ba doan con bang nhau, dung tam giac déu trén doan con 4 giiia
roi xoé canh day cla tam giac d6 thi dugc mét dusng gép khc. & mbi budc tiép
theo, chia mbi doan cla dudng gdp khic thanh ba doan con bang nhau, dung
tam giac déu trén doan con G giilta réi xoa canh day cla tam giac d6. C& 1am thé
mai thi dugc "dudng Von Kéc".

A U

Dung thé mai thi dugc "dudng Vén Kéc".

* Tham Xéc-pin-xki (Sierpinski) : Cho mét hinh vuéng. O bude mot, chia hinh vudng
d6 thanh 9 hinh vuéng con b&ng nhau (bang cac doan thang song song véi cac canh
hinh vudng) réi xoa hinh vuéng con & chinh gitta (khdng xoa cac canh) thi dugc hinh
gbm 8 hinh vuéng con. & budc hai, lai chia méi hinh vudng con chua xoa nay thanh
9 hinh vuéng con bang nhau, réi xoa hinh vudéng con & chinh gidia. C{r lam thé mai thi
hinh con lai 1a "thdm Xéc-pin-xki".

H
1
:H

Xoé thé mai thi phén con lai la "thdm Xéc-pin-xki".
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Nhiéu hinh tu déng dang phic tap nhu thé 1a nhitng d6i tuong nghién ctu cla
Hinh hoc frac-tan, mét mon hinh hoc dugc khdi dau nghién clu tir cudi thé ki XX
bdi nha toan hoc Man-den-brd (Benoit Mandelbrot) nham mé t& hinh hoc nhiéu
c4u truc gap gay, gb ghé, 16i 16m, ki di, hén doén, ... cla nhiéu hién tuong vat li, tu
nhién. Hinh hoc frac-tan con nghién clu ca nhiing hinh khéng tu déng dang nhu
"bong tuyét Von Kac".

« Bong tuyét Von Koc dudc xay dung bang phuong phap I&p nhu sau : Cho tam
giac déu. O budc mét, chia mdi canh cla tam giac thanh ba doan bing nhau,
dung tam giac déu trén doan & gilta (8 bén ngoai tam giac da cho) réi xoa canh
day cla tam giac déu nay thi dusc mét dudng gédp khic kin. & méi budc tiép
theo, chia mdéi doan clia dudng gap khuc kin thanh ba doan con bang nhau,
dung tam giac déu trén doan con & gilra (& bén ngoai dudng gdp khuc kin do)
roi xoa canh day. C( lam th& mai thi dudc "boéng tuyét Vén Kéc".

s

Dung thé mai thi dugc "béng tuyét Von Kéc".
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PAI CUONG VE
DUONG THANG VA MAT PHANG

1. M dau vé hinh hoc khong gian

40

Trong chuong trinh hinh hoc 16p 10 va chuong I cta 16p 11, ta chi n6i dén
nhitng hinh trong mat phing nhu : tam gidc, dudng tron, vecto, ... Ching
duoc goi 1a nhiing hinh phdng. Nhung xung quanh ching ta con c6 cic
hinh khong ndm trong mat phiang nhu : cay bit chi (h.28), quyén sich
(h.29), qua bong (h.30), ngo6i nha (h.31), ...

e

Hinh 28 Hinh 29 Hinh 30 Hinh 31

Moén hoc nghién citu cdc tinh chdt cia nhitng hinh cé thé khong cing ndm
trong mot mdt phdang goi la Hinh hoc khong gian.
Mat phang

Trang gidy, mat bang den, mat tuong 16p hoc, mat ho lang gid, mat ban, tdim
guong phang, ... cho ta hinh &nh mot phan mat phang trong khong gian.

Nguoi ta thuong biéu dién mot mat phang
biang mot hinh binh hanh (h.32) va dang mot
chit cdi dat trong ddu ngoic () dé dat tén cho £

mat phiang dy. Vi du : mat phiang (P), mat
phang (Q), mat phang (&), mat phang (f) ...
va viét tat 1a mp(P), mp(Q), mp(«), mp(p) ... hoac (P), (Q), (a), (P ...

Hinh 32

Piém thudc mat phang
Ta biét ring khi cho diém A va dudng thang a thi hoac diém A thuoc dudng
thang a, hoac diém A khong thuoc duong thing a.

Tuong tu nhu vay, véi mot diém A v mot mat phang (P), ciing c6 hai kha
nang xay ra :



— Hoac diém A thuoc mp(P), khi d6 ta ki hieu A € mp(P) hay A € (P).

— Hoic diém A khong thuoc mp(P), ta con néi diém A & ngoai mp(P) va ki
hieu A ¢ mp(P) hay A ¢ (P).

Hay quan sdt hinh 33. Xem mdt ban la mot E__F

phdn ciia mdt phang (P). Trong cdc diém

A B, C,D, E F,G, H,1IK,L, diém nao c
thuéc mdt phang (P) va diém nao khong A A B

thuéc mdt phdng (P) ?
[J
L

Khi diém A thuoc mat phang (P), ta con
néi : "diém A ndm trén mdt phdng (P)"
hay "diém A ndm trong mdt phang (P)", H I
hodc con néi "mdt phdng (P) di qua diém Hinh 33

A" hay "mdt phdng (P) chita diém A"

Hinh biéu dién cia mét hinh trong khong gian

Hinh 1ap phuong 1a hinh nam trong khong gian, n6 cé sdu mat 1a hinh
vuong. Hinh ti dién ciing 1a hinh ndm trong khong gian, né ¢6 bon mat 1a
tam gidc. Dé dé hinh dung, ngudi ta tim cach vé ching thanh nhitng hinh
phang, goi 13 hinh biéu dién ctia cic hinh khong gian dé.

Hai hinh biéu dién ciia hinh ldp phuong Hai hinh biéu dién ciia hinh tit dién
Hinh 34 Hinh 35

Hinh lap phuong, hinh tit dién khong phai 1a nhitng hinh phing nhung céc
hinh biéu dién clia ching dugc v& trén mat phang. Tuy thé, cdc hinh biéu
dién ciling tao cho ching ta cam gidc nhu dang nhin thay hinh 1ap phuong,
hinh t& dién.
Dé vé hinh biéu dién ctia mot hinh trong khong gian, ngudi ta dua ra nhiing
quy tic thudong dugc ap dung nhu :
— Puong thang duoc biéu dién bdi duong thang. Poan thdng duoc biéu
dién béi doan thdng.
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— Hai dwong thdng song song (hodc cdt nhau) duoc biéu dién bdi hai
duong thang song song (hodc cdt nhau).

— Diém A thudc duong thdng a duoc biéu dién bdi mot diém A’ thuoc
duong thang a’, trong dé a’ biéu dién cho duong thdng a.

— Dung nét vé lién (—) dé biéu dién cho nhiing duong trong thdy va ding
nét ditt doan (- - -) dé biéu dién cho nhitng duong bi khudt.

Céc quy tac khéc, ching ta s& dugc hoc sau.

1

V& hinh biéu dién cia mp(P) va mét dudng th&ng a xuyén qua né.

2

V& mot s6 hinh biéu di&n cta hinh ti dién. C6 thé vé hinh biéu dién cla hinh ti
dién ma khéng cé nét dit doan nao hay khéng ?

2. Cac tinh chat thira nhan cta hinh hoc khéng gian
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Do thuc tién, kinh nghiém va quan sét, nguoi ta thira nhan mot s6 tinh chat
sau day cua hinh hoc khong gian.

Tinh chat thira nhan 1

C6 mot va chi mot duong thdang di qua hai diém phdn biét
cho trudc.

Nhu vay, hai diém phan biét A, B xac dinh duy nhit mot dudng thang.
Duong thang d6 dugc ki hiéu 1a dudng thang AB hodc ngan gon 1a AB.

Tinh chat thua nhan 2

C6 mot va chi mot mdt phdang di qua ba diém khong thdng
hang cho trudc.

Nhu vay, ba diém khong thing hang A, B, C x4c dinh duy nhat mot mat
phang. Mat phang d6 dugc ki hiéu 12 mat phiang (ABC) hay mp(ABC) hay
ngéan gon l1a (ABC).

Trong thuc té€, kiéng ba chan hodc cic gid dd ba chan khi dit trén mat dat
khong bi cap kénh vi theo tinh chat thira nhan 2, ba diém khong thang hang
nao ciing x4c dinh mot mat phéng.



Kiéng ba chdn Gid dd ba chdn
Hinh 36 Hinh 37

Tinh chat thia nhan 3

[ Ton tai bon diém khong ciing ndm trén mot mdt phdng. ]

Néu c6 nhiéu diém thuoc mot mat phang thi ta néi ring cic diém d6 dong
phdng, con néu khong c6 mat phing nio chita cic diém dé thi ta néi ring
chiing khong dong phdng.

Nhu vay, tinh chét thira nhan 3 c¢6 thé duoc phat biéu nhu sau : Ton tai bon
diém khong dong phdng.

3
ﬁ Gi4 st (P) la mot mat phdng nao d6. Chiing minh réng c6 it nhat mot diém khong
thudéc mp(P).

Tinh chat thira nhan 4

Néu hai mdt phdng phdn biét c6 mot diém chung thi chiing
c6 mot duong thdang chung duy nhdt chita tdt cd cdc diém
chung ciia hai mdt phdng dé.

Gia str (P) va (Q) 1a hai mat phang phan biét c6 diém chung A. Theo tinh
chat thira nhan 4 thi (P) va (Q) c¢6 duong thang chung duy nhat a di qua
diém A. Puong thing a d6 dugc goi 12 giao tuyén ciia hai mdt phdng (P)
va (Q), con ndi hai mat phang (P) va (Q) cdt nhau theo giao tuyén a, ki
hiéu a = (P) N (Q).
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Quyén vd ghi bai dang ¢ truéc mdt cac em (h.38). Hai bia

v la hinh dnh ciia hai mdt phdng phdn biét. Vdy giao tuyén
cua chuing la gi ?

Tinh chat thira nhan 5 Hinh 38

Trong méi mdt phdng, cdc két qud da biét cia hinh hoc
phdng déu diing.

Ta s& thay rang trong khong gian ¢6 nhiéu mat phang khac nhau. Tinh chat
thira nhan 5 khang dinh ring trong bat ki mat phang nao, ta déu c6 thé ap
dung cac két qua ctia hinh hoc phang.

Trén day la cac tinh chat dugc thira nhan ma khong chiing minh. Tiép theo
1a vi du vé mot dinh 1i duoc chiing minh dua vao mot so tinh chat do.

DINH LI

Néu mot duong thang di qua hai diém phdn biét cuia mot
mdt phdng thi moi diém ciia duong thing déu ndm trong
mdt phdng do.

Chitng minh. Gia sit A va B 12 hai diém phan biét clia mat phang (P), A 1a
duong thang di qua A va B.

Theo tinh chit thira nhan 5, trong mat phang (P) c6 mot dudng thang A' di
qua A va B. Theo tinh chat thita nhan 1 thi A trung v6i A', do d6 A ndm
trong mp(P). 0
Néu dudng thang a ndm trong mat phang (P) thi ta con néi a nam trén (P),
hoac (P) di qua a, hoac (P) chita a va ki hiéu la a < (P), hoac (P) D a.

Muén xdc dinh giao tuyén ciia hai mdt phdng phdn biét thi ta phdi tim bao
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nhiéu diém chung ciia chiing ?

4

Trong mp(P) cho t& giac 16i ABCD c6 cac canh AB va CD khéng song song ; ngoai
mp(P) cho mét diém S. Hay tim giao tuyén cla :

a) Hai mat phang (SAC) va (SBD) ;

b) Hai mat phang (SAB) va (SCD).



Vidul

Cho bon diém O, A, B, C, khong dong phdng. Trén cdc duong thdang OA,
OB, OC ldn luot ldy cdc diém A’, B’, C’ khdc O sao cho cdc duong thang
sau ddy cdt nhau : BC va B'C', CAva C'A’, ABva A'B’.

a) Hay xdc dinh giao diém ciia moi duong thang A'B’, B'C’, C'A’ véi mp(ABC).
b) Chitng minh rdng cdc giao diém trén thang hang.

Gidi (h.39)

a) Gia sir duong thing A’B’ cat dudng
thang AB tai diém H. Khi d6 diém H
thuoc ca hai dudong thang A’B’ va AB.
Mat khéc, dudng thang AB nim trong
mp(ABC) nén H chinh 12 giao diém
ctia dudng thiang A’B’ véi mp(ABC).
Goi 1, J 14an luot 1a giao di€ém ctlia cc
duong thang B'C’ va BC, C'A’ va CA
thi 1, J theo thit tu chinh 1a giao diém
cta B'C’, C'A’ v6i mp(ABC).

b) Theo cau a), ta c6 H, I, J 1an luot
thuoc cdc duong thang A'B’, B'C’,
C’A” nén ching cung thudc
mp(A’B’C’). Mat khac H, I, J cung thudéc mp(ABC). Theo tinh chat thira
nhan 4, ba diém H, I, J thuoc giao tuyén A cta hai mat phang phan biét
(A'B'C’) va (ABC) nén chiing phai thing hang. O

Hinh 39

F CHUY 1

Qua vi du trén, ta thay :

* Muén tim giao diém cta dudng thang d véi mat phang (P), ta
tim mot dudong thang nao d6 nam trén (P) ma cat d. Khi d6, giao
diém ctlia hai duong thang nay 12 giao diém can tim.

e Mudn chitng minh cdc diém thiang hang, ta c6 thé ching td
riang ching 12 nhitng diém chung ctia hai mat phang phan biét.

3. Diéu kién xac dinh mat phang

Ta da biét rang : C6 mot va chi mot mat phang di qua ba diém khong thang
hang (tinh chat thira nhan 2) (h.40).
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Diéu nay c6 nghia la

Mot mdt phdng duoc xdc dinh néu biét né di qua ba diém
khong thdng hang.

Mat khdc, néu duong thang di qua hai diém phan biét clia mot mat phang
thi nam trén mat phang ay. Tir d6 va tir diéu kién xac dinh mat phing néi
trén, ta con suy ra (h.41, h.42) :

Mot mdt phdng duoc xdc dinh néu biét né di qua mot duong
thang va mot diém khong thudc duong thang dé.

thdng cdt nhau.

e /S

Hinh 40 Hinh 41 Hinh 42

[ Mot mdt phdang duge xdc dinh néu biét né di qua hai dw&ng}

Ki hiéu

e Mait phang di qua duong thang a va diém A khong nam trén a dugc ki
hiéu 1a mp(a, A) hodc mp(A, a).

* Mt phang di qua hai dudng thang cit nhau a va b duoc ki hiéu 1a mp(a, b).

4. Hinh chép va hinh tir dién
Hinh chép

Céc kim tu thap Ai Cap la cong trinh kién tric hung vi da duoc xay dung
ciach day gan 4500 nam (h.43). Ching gém nhiéu hinh chép. Sau day
chiing ta s& ndi vé hinh chép va cdc tinh chat cta nd.

Hinh 43. Kim ty thap Ai Cdp
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Truéc hét ta quy uée : T nay, khi néi dén "tam gidc", ta ¢6 thé hiéu la
hinh gém ba canh ctia n6é hodc 1a hinh gém ba canh va cdc diém nim trong
tam gidc d6. Doi véi da gidc cling nhu thé.

Dinh nghia

Cho da gidc AjA,...A, va mot diém S ndm ngoai mat phang chia da gidc do.
N6i S véi cdc dinh Aj, Ay, ..., A, dé dugc n tam gidc : SA|Ay, SAyAs, ...,

SA,A.

Hinh gom n tam gidc dé va da gidc AjA,..A, goi la hinh
chop va duogc ki hiéu la S.A|Ay...A,.

Hinh 44
Diém S goi la dinh cla hinh chép. Da gidc AjA...A, goi 12 mdt ddy cla
hinh chép. Cac canh cua mat ddy goi la cac canh ddy cta hinh chop. Cac
doan thing SA;, SA;, ..., SA, goi la cdc canh bén cla hinh chop. Moi
tam gidc SAjAy, SArAsz, ..., SA,A; goi la moOt mdt bén clia hinh choép.
Néu day cua hinh chép la mot tam gidc, ti gidc, ngli giac, ... thi hinh
chép tuong Ung goi 1a hinh chép tam
gidc, hinh chop tir giac, hinh chop
ngi gidac (h.44), ...
5
a) C6 hinh chop nao ma sé canh (canh bén va
canh day) clia n6 1a s6 1& khéng ? Tai sao ?
b) Hinh ch6p c6 16 canh thi c6 bao nhiéu
mat ?
6

Cho hinh chép t& giac S.ABCD. Mot mat
phéng (P) cat cac canh SA, SB, SC, SD lan
luot tai A", B, C', D"

Hinh 45
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Chiing minh réng cac dudng thdng A’C’, B'D’ va SO déng quy (O la giao diém cla
hai dudng chéo AC va BD cla day) (h.45).
Vidu 2
Cho hinh chép tir gidc S.ABCD véi hai duong thdng AB va CD cdt nhau. Goi
A’ la mot diém ndm giita hai diém S va A. Hdy tim cdc giao tuyén cua
mp(A’CD) véi cdc mdt phang (ABCD), (SAB), (SBC), (SCD), (SDA).
Gidi (h.46)
Cdch 1. Ap dung két qua clia hoat dong 6
& trén, ta c6 mat phang (A'CD) cit céc
canh SA, SB, SC, SD lan luot tai A’, B’,
C, D thi B’ 14 giao diém cta dudng thang
DI véi canh SB (6 day I 1a giao diém cla
hai dudng thang SO va CA").
Tir d6 dé thay :

(ABCD) ~ (A'CD) = CD ;

(SAB) " (A'CD) =A'B’;

(SBC) N (A'CD) = CB’;

(SCD) N (ACD) = CD ;

(SDA) N (A'CD) = DA". Hinh 46
Cdch 2. Goi K 1a giao diém clia hai duong thing AB va CD thi 16 rang giao
tuyén clia mp(A’CD) va mp(SAB) 1a dudong thang A’K. Khi dy giao diém B’
ctia mp(A’CD) va canh bén SB clia hinh chép chinh 12 giao diém cua dudng
thing A’K va SB. Tlr d6 ta tim ra céc giao tuyén clia cdc mat phang chita
cac mat con lai cua hinh chép véi mp(A'CD). O

&

CHU Y 2

Tt gidc A’B'CD c6 cdc canh nam trén nhiing giao tuyén ctia mat
phang (A’CD) v6i cdc mat clia hinh chép S.ABCD. Ti gidc d6
dugc goi 1a thiét dién (hay mdt cdr) cha hinh chép S.ABCD khi
céit boi mp(A'CD).

No6i mot cach don gian : Thiét dién (hay mdt cat) clia hinh . khi cét boi
mp(P) 1a phan chung cia mp(P) va hinh .#.
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Khi xay dung mot ngoi nha, ché 0

N x o 2 1R 1A <P ;
tao mot cd may, ..., d€ thé hién “'(i:ﬁ?.:-',?
hinh dang bén trong cta ching, ”'wm% S
nguoi thi€t ké da dung nhiing L7 @
mat phang cat dé mo td nhiing NS
thi€t dién clia ching trén ban vé
(h.47).

Hinh 47. Thiét dién ciia than may »

Hinh ti dién
Cho bon diém A, B, C, D khong dong phang. Hinh gém bon tam gidc ABC,
ACD, ABD va BCD goi 1a hinh ti dién (hay ngan gon 1a tir dién) va dugc
ki hiéu 1a ABCD. Cac diém A, B, C, D goi 1a céac dinh cua ti dién. Cic
doan thang AB, BC, CD, DA, CA, BD goi 1a cic canh clia tit dién. Hai canh
khong c6 diém chung goi 1a hai canh déi dién. Cic tam gidc ABC, ACD,
ABD, BCD goi la cédc mdt cla ti dién. Dinh khong nam trén mot mat goi 1a
dinh doéi dién véi mat do.

Mot tir dién ABCD c¢6 thé coi la hinh chép tam gidc bdang bao nhiéu cdch ?
Hay néi cu thé méi cdch.
Dac biét, hinh ti dién c¢6 bon mat 12 nhitng tam gidc déu duoc goi 1a hinh
tit dién déu.

Cdc canh ciia hinh tir dién déu c¢6 bdang nhau hay khong ?

Céu hdi va bai tap

1. Trong cdc ménh d¢ sau day, ménh dé nao ding ?
a) C6 duy nhat mot mat phang di qua ba diém cho trudc ;
b) C6 duy nhit mot mat phang di qua ba diém khong thing hang cho trudc ;
c) Ba diém khong thing hang cling thuoc mot mat phang duy nhat.
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10.

11.

50

Em hay giai thich vi sao cdc do vat c6 bon chan nhu ban, ghé, ... thuong dé
bi cap kénh.

V6i mot cdi thude thang, 1am thé nao dé phét hién mot mat ban c6 phang
hay khong ? No6i r0 can ctt vao dau ma ta lam nhu vay.

Cho hai mat phang (P) va (Q) cat nhau theo giao tuyén A. Trén (P) cho
dudng thang a va trén (Q) cho dudng thang b. Ching minh ring néu a va b
cit nhau thi giao diém phai nim trén A.

Cho mat phang (P) va ba diém khong thing hang A, B, C cling nim ngoai
(P). Chitng minh ring néu ba dudng thing AB, BC, CA déu cat mp(P) thi
céc giao diém d6 thang hang.

Trong cidc ménh dé sau day, ménh dé nao ding ?

a) C6 duy nhat mot mat phang di qua mot diém va mot dudng thang cho trudc ;
b) C6 duy nhat mot mat phing di qua mot diém va mot dudng thang chita
diém doé ;

¢) C6 duy nhat mot mat phang di qua mot diém va mot duong thang khong
chita di€ém do.

Hay tim ménh dé diing trong cdc ménh dé sau day :

a) C6 mot mat phang duy nhat di qua hai dudng thang cho truéc ;

b) C6 mot mat phing duy nhat di qua hai dudng thang cit nhau cho trudc ;
¢) C6 duy nhat mot mat phang di qua hai dudng thing ma hai duong thang
d6 1an lugt ndm trén hai mat phang cit nhau.

Cho hai dudong thang a va b cét nhau. Mot dudng thang ¢ cit cd a va b. C6
thé két luan ring ba dudng thang a, b, ¢ cing nim trong mot mit phang
hay khong ?

Cho ba duong thing a, b, ¢ khong cling nim trong mot mat phang sao cho
ching do6i mot cat nhau. Chiing minh rang ching dong quy.

Cho hai dudng thing a va b cét nhau tai diém O va dudng thang c cat
mp(a, b) & diém I khac O. Goi M 1a diém di dong trén ¢ va khdc I. Ching
minh ring giao tuyén ctia cdc mat phang (M, a), (M, b) nim trén mot mat
phang cé dinh.

Cho hinh binh hanh ABCD niam trong mat phang (P) vd mot diém S nim
ngoai mp(P). Goi M 1a diém nim giita S va A ; N la diém nim giita S va B ;
giao diém ciia hai dudong thang AC va BD 12 O.



a) Tim giao diém cta mat phang (CMN) vé6i dudng thang SO.
b) X4c dinh giao tuyén ctia hai mat phang (SAD) va (CMN).

12. V& mot so hinh biéu dién ctia mot hinh chép it gidce trong céc trudng hop
ddy 1a ti gidc 16i, ddy 1a hinh binh hanh, ddy 1a hinh thang.

13. Thiét dién ctia mot hinh t& dién c6 thé 1a tam gidc, t& gidc hodc ngil gidc
hay khong ?

14. Dung bia cting cét va ddn lai dé thanh :

a) Mot tit dién déu ;
b) Mot hinh chop ti gidc c6 ddy 1a hinh vuong va cdc mat bén 1a nhiing
tam gidc déu.

15. Cho hinh chép tit gidc S.ABCD. Ba diém A’, B’, C’ lan luot nim trén ba
canh SA, SB, SC nhung khong trung véi S, A, B, C. Xac dinh thiét dién cua
hinh chép khi cét bi mp(A'B'C’).

16. Cho hinh chép S.ABCD. Goi M 1a mot diém niam trong tam gidc SCD.

a) Tim giao tuyén clia hai mat phang (SBM) va (SAC).
b) Tim giao diém ctia duong thang BM va mp(SAC).
¢) Xéc dinh thiét dién ctia hinh chép khi cat boi mp(ABM).

HAI PUONG THIiNG SONG SONG

1. Vi tri tuong déi giira hai dudng thing phan biét

Hay quan sat hinh 48. Ta coi cac mép ban a, ¢ a
va canh b ciia chdn ban la cdc duong thdng a,
b, c. -
a) Duong thdang a va duong thdang b cé cing "
ndm trén mot mdt phdng hay khong ? b

b) Cé mdt phdng nao chita hai duong thang a va
¢ hodc chita hai duong thdang b va ¢ hay khong ? Hinh 48
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Nhu vay, khi cho hai dudng thang phan biét a a|
va \b trong khong gian thi c6 thé xay ra hai l &
truong hop : &

a) Khong c6 mat phang nao chia ca a va b. |

Khi d6 ta néi rang hai duong thang a va b chéo
nhau (h.49).

b) C6 mat phiang chita cd @ va b. Khi d6 ta néi ring ching dong phdng.
Trong truong hop nay, theo két qua ctia hinh hoc phing, c6 hai kha nang
xay ra :

Hinh 49

i) a va b khong c¢6 diém chung. Khi d6 ta néi ring chiing song song vdi
nhau (hoac ching song song) va ki hiéu a // b (h.50).

Hinh 50 Hinh 51

ii) a va b ¢6 mot diém chung duy nhat. Khi d6 ta noi rang ching cdt
nhau. Néu diém chung ctia ching 1a /, ta noi rang ching cdt nhau tai I
hoic I 1a giao diém cua ching va vi€ta n b = {I} hoacan b =1 (h.51).

PINH NGHIA

Hai duong thdng goi la dong phdng néu chiing cing ndm trong
mot mdt phdng.

Hai duong thdng goi la chéo nhau néu chiing khong dong phdng.

Hai duong thdng goi la song song néu chiing dong phdang va
khong cé diém chung.

1
ﬁ Cho t dién ABCD. Hay xét vi tri tuong d6i gilia hai dudng thdng AB va CD.

2
% Cho hai dudng thdng a va b chéo nhau. C6 hay khéng hai dudng thang p, ¢ song
song véi nhau, mbi dudng déu cdtcadava b ?
2. Hai dudng thazmg song song

Dua vao tién dé O-clit vé dudng thing song song trong mat phang, ta cd
thé ching minh dugc cdc tinh chat sau day
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Tinh chat 1

Trong khong gian, qua mét diém ndm ngodai mot duong thdng,
c6 mot va chi mot duong thdng song song véi duong thdng dé.

Tinh chat 2

Hai duong thang phdn biét ciing song song véi mot duong
thdng thit ba thi song song véi nhau.

Gia st (P), (Q), (R) 1a ba mat phing do6i mot cit nhau theo ba giao tuyén phan
biét a, b, ¢, trong d6 : a=(P) N (R), b=(0) N (R), c = (P) N (Q) (h.52).

i

c b

I
I
I
I
I
I
I
:
J-

P —= Q
a) b)

Hinh 52

C6 nhiing vi tri tuong doi nao giita hai giao tuyén a va b ?

A

A

3
Dung két qua bai tap 4 cla §1, hay ching to rang ba giao tuyén a, b, ¢ hodc déng
quy hoac doi moét song song.

T do6 ta c6 dinh 1i sau day :

DINH LI (vé giao tuyén clia ba mat phing)

Néu ba mdt phang doi mot cdt nhau theo ba giao tuyén phdn
biét thi ba giao tuyén dy hodc dong quy hodc doi mot song song.

HE QUA

Néu hai mdt phdng cdt nhau ldn luot di qua hai duong thding
song song thi giao tuyén cuia chiing song song vdi hai duong
thdng dé (hodc triing véi mot trong hai duong thdng dé).

4
Hay s dung dinh li vé giao tuyén clia ba mat phang dé chiing minh hé qua trén.
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3. M6t sé vi du

54

Vi du 1. Cho tir dién ABCD. Goi M, N,
P, Q, R, S ldn luot la trung diém cua cdc
doan thiang AB, CD, BC, DA, AC, BD.

Chitng minh ba doan thang MN, PQ va
RS dong quy tai trung diém G ciia moi
doan. Piém G dé goi la trong tdm cua tir
dién ABCD dd cho (h.53).

Gidi

Vi MP la duong trung binh cua tam giac
ABC, NQ la duong trung binh cua tam
gidgc ADC nén MP /| AC, NQ || AC,

MP = %AC, NQ = %AC. Vay MP // NQ va MP = NQ, do d6 ti gidc

Hinh 53

MPNQ 13 hinh binh hanh. Tir d6, ta suy ra cic doan thing MN va PQ cit
nhau tai trung di€ém ctia méi doan.

Chitng minh tuong tu, cdc doan thang MN va RS ciing cit nhau tai trung
diém ctia méi doan. Vay, ba doan thang MN, PQ, RS dong quy tai trung
diém G clia mdi doan thang do. O

Vi du 2. Cho hinh chop S.ABCD cé day la hinh binh hanh.

a) Tim giao tuyén ciia hai mdt phdng (SAB) va (SCD).

b) Xdc dinh thiét dién ciia hinh chép S.ABCD khi cdt bdi mdt phdang (MBC),
trong dé M la mot diém ndm giita hai diém S va A.

Gidi (h.54)

a) mp(SAB) va mp(SCD) c¢6 diém
chung S va lan luot di qua hai duong
thang song song AB vad CD nén chiing

cit nhau theo giao tuyén A di qua S va
song song v6i AB va CD.

b) mp(MBC) va mp(SAD) lan luot di
qua hai duong thang song song BC va
AD va c6 diém chung M nén giao
tuyén clia ching 13 duong thang MN Hinh 54




17.

18.

19.

20.

21.

22.

song song v6i AD (N € SD). Vay thiét dién cua hinh chop S.ABCD khi cit
bdi mp(MBC) 1a hinh thang MNCB. 0

Cau héi va bai tép

Tim ménh dé ding trong cdc ménh dé sau day :

a) Hai duong thing chéo nhau thi khong c6 diém chung ;

b) Hai dudng thiang khong c6 diém chung thi chéo nhau ;

c) Hai duong thang khong song song thi chéo nhau ;

d) Hai dudng thang phan biét khong cat nhau va khong song song thi chéo nhau.
Cho tit dién ABCD. Goi M, N la hai diém phan biét cing thuoc dudng
thang AB ; P, Q 1a hai diém phan biét cuing thudc dudng thang CD. Xét vi
tri tuong do6i clia hai dudng thiang MQ, NP va vi tri tuong d6i ctia hai
duodng thang MP, NOQ.

Cho tit dién ABCD. Bon diém P, Q, R, S lan lugt nam trén bon canh AB,
BC, CD, DA va khong trung véi cdc dinh cua ti dién. Ching minh rang

a) Bon diém P, Q, R, S dong phéang khi va chi khi ba dudng thang PQ, RS,
AC hoac d6i mot song song hoac dong quy ;

b) Bon diém P, Q, R, S dong phang khi va chi khi ba dudng thang PS, RQ,
BD hoac d6i mot song song hoac dong quy.

Cho tt dién ABCD va ba diém P, Q, R 1an lugt nam trén ba canh AB, CD,
BC. Hay xac dinh giao diém S clia mp(PQR) v6i canh AD néu :

a) PR /| AC ; b) PR cat AC.

Cho tit dién ABCD. C4c diém P, Q lan luot 1a trung diém cta AB va CD ;
diém R ndm trén canh BC sao cho BR = 2RC. Goi S 1a giao diém cua
mp(PQR) va canh AD. Ching minh rang AS = 2SD.

Goi G la trong tam cua ti dién ABCD.

a) Chitng minh ring dudng thang di qua G va mot dinh cia t¢ dién sé& di
qua trong tam ctia mat doi dién véi dinh dy.

b) Goi A’ 1a trong tam ctia mat BCD. Chiing minh rang GA = 3GA".
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PUONG THANG SONG SONG
vOI MAT PHANG

1. Vi tri tuong déi giira dudng thing va mit phing

Cho mot dudng thang @ va mot mat phiang (P). Ta thdy c6 ba trudong hop
sau day xay ra :

a) Puong thiang a va mp(P) c6 hai diém chung phan biét. Khi d6, theo dinh
1i & §1, dudong thang @ nim trén mp(P), tic 1a a = mp(P) (h.55a).

b) Puong thang a va mp(P) c6 mot diém chung duy nhat A. Khi d6 ta néi a
va (P) cat nhau tai A va viét a N (P) = {A} hoidc a n (P) = A (h.55b).

c¢) Puong thang a va mp(P) khong c6 diém chung nao ca. Khi d6 ta néi
rang duong thang a song song véi mdt phdang (P), hoac mdt phang (P) song
song voi duong thdng a, hoic a va (P) song song vdi nhau, va viét
a // (P) hoac (P) // a (h.55¢).

¥ -
<=1\

Hinh 55

Vay ta c6 dinh nghia sau day
PINH NGHIA

Mot duong thang va mot mdt phdng goi la song song véi nhau
néu chiing khong cé diém chung.

2. Diéu kién dé mét dudng thing song song véi mdt mit phing

56

Nhdn xét

Cho dudng thang b ndm trong mp(P) va mot dudng thang a song song véi b.
Lay mot diém [ tuy y trén a. Khi do, néu / thuoc (P) thi @ nim trong (P) ;
néu / khong thudc (P) thi a song song véi (P) (h.56).



P

< <

a) b)

Hinh 56
Vay ta c6 dinh 1i sau day

DINH LI 1

Néu duong thang a khong nam trén mdt phdng (P) va song
song voi mot duong thdang nao dé ndm trén (P) thi a song
song voi (P).

3. Tinh chat

Cho dudng thang a song song véi mat phang (P). Khi dé, duong thang a c6
song song v6i dudng thing nao nam trén (P) hay khong ? Pinh 1i sau day
giup ta thay rd diéu do.

DINH LI 2

Néu duong thdng a song song véi mdt phang (P) thi moi mdt
phdng (Q) chita a ma cdt (P) thi cdt theo giao tuyén song
song voi a.

AN (D& chiing minh dinh li 2) -

Hay vé qua @ mot mat phang (Q) cat mat \/{ ___________ AN
2 , N < \
phang (P) theo giao tuyén b rbi dung 0 b N
phuong phap phan chiing dé chiing minh P \
b song song véi a (h.57). Hinh 57

HE QUA 1

Néu mot duong thdng song song véi mot mdt phdng thi né
song song voi mot duong thdang nao dé trong mdt phdng.
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HE QUA 2

Néu hai mdt phdng cdt nhau cing song song voi mot duong
thdng thi giao tuyén ciia ching ciing song song véi duong
thdng do.

)

2 (P& chiing minh hé qué 2)

Cho hai mat phang (P), (Q) clng song song véi mot M
dudng thdng a va (P) n (Q) = b. Ldy moét diém M nam

trén b. Hay chiing minh réng cac giao tuyén clia mp(M, a) b
v6i hai mat phang (P) va (Q) déu tring véi b va tir d6
suy ra két luan cla hé qua (h.58).

\
\
\
\
~

. Hinh 58
DINH LI 3

Néu a va b la hai duong thing chéo nhau thi c¢6 duy nhdt
mot mdt phdang chita a va song song voi b.

Chitng minh

Lay mot diém M ndm trén a. K& qua M mot

duong thang b’ song song véi b (h.59). Khi

d6, theo dinh 1i 1, hai dudng thing a va b’ (P\
xdc dinh mp(P) song song véi b.

Néu c6 mat phiang (Q) khic (P) ciing di qua
a va song song vGi b thi theo hé qua 2, a la
giao tuyén cta (P) va (Q) nén a // b, trai
vGi gia thi€t. Vay mp(P) l1a duy nhat. [

Hinh 59

Vi du

Cho tit dién ABCD. Goi M la mét diém ndm trén canh AB (M khdc A va B).
Gid sit (P) la mdt phdang qua M song song véi cdc duong thing AC va BD.
Hay xdc dinh thiét dién cua hinh tit dién ABCD khi cdt béi mdt phdng (P).
Thiét dién la hinh gi ?

Gidi (h.60)

Tix M ké duong thang song song v6i AC cit BC tai N va ké duong thang
song song v6i BD cat AD tai F. Khi 4y, (P) chinh 12 mp(MNF). Goi E la



23.

24.

25.

26.

giao diém cta (P) v6i CD thi thiét dién la td
gidc MNEF. Vi dudng thing MN song song v6i
mp(ACD) nén mp(P) qua MN cat mp(ACD)
theo giao tuyén EF song song véi MN. Tuong
tu, NE song song v6i MF. Vay thiét dién can
tim 1a hinh binh hanh M NEF. O

Hinh 60

Cau héi va bai tép
Cho hai dudng thang a va b cung song song v6i mp(P). Ménh dé nao ding
trong cdc ménh dé sau ?
a) a va b song song v4i nhau ; b) a va b chéo nhau ;
c) a va b c6 thé cat nhau ; d) a va b truing nhau.
e) Cac ménh dé a), b), ¢), d) déu sai.
Cho mp(P) va hai dudng thing song song a, b. Ménh dé nio ding trong
cdc ménh dé sau day ?
a) Néu (P) song song véi a thi (P) cling song song vo6i b ;
b) Néu (P) song song véi a thi (P) song song v6i b hoac chita b ;
¢) Néu (P) song song véi a thi (P) chta b ;
d) Néu (P) cit a thi (P) cling cat b ;
e) Néu (P) cit a thi (P) c6 thé song song vé6i b ;
f) Néu (P) chita a thi (P) c6 thé song song véi b.
Cho hinh tt dién ABCD. Goi M, N 1an luot 1a trung diém cua cic canh AB
va AC.
a) Xét vi tri tuong doi ctia dudong thang MN va mp(BCD).
b) Goi d 1a giao tuyén ctia hai mat phang (DMN) va (DBC). Xét vi tri
tuong doi cua d va mp(ABC).
Khi cat tit dién bing mot mat phang thi thiét dién nhan duoc cé thé 1a
nhitng hinh nao sau day ?
a) Hinh thang ; b) Hinh binh hanh ; c¢) Hinh thoi.
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27. Cho hinh chép S.ABCD c6 day Ia tit gidc 16i, O 1a giao diém cia hai dudng

28.

chéo AC va BD. X4c dinh thiét dién ctia hinh chép khi cit béi mat phang di
qua O, song song vGi AB va SC. Thiét dién d6 la hinh gi ?

Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh binh hanh. Xac dinh thiét dién cta
hinh chép khi cit béi mat phang di qua trung diém M clia canh AB, song
song v6i BD va SA.

HAI MAT PHANG SONG SONG

1. Vi tri twuong déi cua hai mat phang phan biét

Trong khong gian cho hai mat phang phan biét (P) va (Q).

Mdt phdng (P) va mdt phdng (Q) cé thé cé ba diém chung khong thdng

hang hay khéng ?

Néu hai mdt phang (P) va (Q) cé mot diém chung thi chiing ¢é bao nhiéu

60

diém chung ? Cdc diém chung dé cé tinh chdt nhu thé' nao ?

Nhu vay khi cho hai mat phang phan biét (P) va (Q), c6 thé xdy ra mot
trong hai truong hgp sau day :

a) (P) va (Q) c6 diém chung. Khi d6 ta biét ring (P) va (Q) cat nhau theo
mot dudng thing (h.61a).

b) (P) va (Q) khong c6 diém chung. Trong trudng hop ndy, ta néi ching song
song voi nhau (hoac song song) (h.61b) va ki hiéu (P) // (Q), hay (Q) // (P).

a) b)
Hinh 61



PINH NGHIA
|| Hai mdt phdng goi la song song néu chiing khong cé diém chung.

Trong thuc t€, chiing ta thudng gap hinh anh clia nhitng mat phiang song
song : cac bac cau thang (h.62a), hai mat d6i dién ctia hop diém (h.62b), ...

a) b)
Hinh 62

2. Diéu kién dé hai mit phing song song

Trong khong gian cho hai mat phang phan biét (P) va (Q).

Khdng dinh sau ddy cé ding khong ? Vi sao ?
Néu hai mdt phang (P) va (Q) song song véi nhau thi moi duong thdng
ndm trén (P) déu song song vdi (Q).

Khdng dinh sau ddy cé ding khong ? Tai sao ?
Néu moi duong thdang nam trong mdt phdng (P) déu song song véi mdt
phdng (Q) thi (P) song song vdi (Q).
Bay gid, néu chi biét trong mp(P) c6 hai dudng thang cit nhau va cling song

song v6i mp(Q) thi (P) c6 song song v6i (Q) hay khong ? Dinh 1i sau day tra
161 cau hoi do.

PINH Li 1

Néu mdt phdng (P) chita hai duong thdng a, b cdt nhau va
cing song song voi mdt phdng (Q) thi (P) song song vdi (Q).

ﬁ 1 (D& chling minh dinh Ii 1)

a) Hay ching té rang hai
mat phéng (P) va (Q) khéng
tring nhau.
b) Giad s (P) va (Q) cét
nhau theo giao tuyén c.
Hay ching t6 réng a // c,
b Il ¢ va do d6 suy ra diéu
vo Ii (h.63).




3. Tinh chat

62

Ta biét ring : Qua mot diém nim ngoai mot dudng thang, cé6 mot va chi
mot duong thang song song v6i dudng thang dé. Bay gid néu ta thay cum
tlr "dudng thang" trong ménh dé trén bdi cum tir "mat phang", ta ciing c6
cac tinh chat tuong tu nhu sau :

Tinh chat 1

mdt phdang song song véi mdt phdng do.

Chirng minh P
Gia sir A 1a mot diém nim ngoai mp(Q). Trén // AND

(0), ldy hai dudng thang a’ va b’ cat nhau. Goi a

va b 12 hai dudng thang qua A va lan luot song -
song v6i a’ va b’ . Theo dinh Ii 1, hai dudng M
thang a va b xac dinh mp(P) song song vd&i Q b

mp(Q) (h.64). Hinh 64

Gia str (P’) ciing 1a mot mat phang qua A va song song vé6i (Q). Khi do,
(P’) song song vGi a’ va b’, do d6 (P’) phai chia a va b. Vay (P) va (P’)
trung nhau. 0

[ Qua mot diém ndm ngodai mot mdt phdng, cé mot va chi mét}

Tur tinh chat trén, ta suy ra hai hé qua sau (h.65)
HE QUA 1

<
Néu duong thang a song song véi mdt phang (Q) thi ¢é duy
nhdt mot mdt phang (P) chita a va song song véi (Q).

HE QUA 2

ba thi song song voi nhau.

2 2 \
[ Hai mdt phang phdn biét cung song song voi mdt phang thw

J

—
£

BARN

a) b)
Hinh 65



? o m cdt hai mdt phdng song song vd

Cho mp(R) cat h h (P)
(Q) ldn luot theo hai giao tuyén a va b. Hoi a va
b ¢6 diém chung hay khong ? Tai sao ? (h.66)

Tra 10i cau hoi trén, ta dugc tinh chat sau day

Tinh chat 2 Hinh 66

Néu hai mdt phang (P) va (Q) song song thi moi mdt phdng
(R) da cdt (P) thi phdi cat (Q) va cdc giao tuyén ciia chiing
song song.

4. Dinh li Ta-lét (Thalés) trong khong gian

0 cip THCS, cac em da hoc dinh Ii Ta-lét trong
mat phing néi vé nhitng dudng thang song song.
Bay gid ching ta s€ hoc mot dinh 1i néi vé
nhitng mat phing song song cling mang tén nha
toan hoc Hy Lap : Ta-lét. Dinh 1i 4y dugc phat
biéu nhu sau

PINH Li 2 (Dinh 1i Ta-1ét) Thalés (624 - 547TCN)

Ba mdt phdng déi mot song song chdn ra trén hai cdt tuyén
bdt ki cdc doan thang tuong ting ti 1é.

Dinh If trén c6 nghia 12 : Néu ba mat phing C/ \a
doi mot song song (P), (Q), (R) cat hai e
duong thang a va a’ 1an luot tai A, B, C va A Ak \
A’, B, C’" thi o
AB _ BC _ CA /\\ \
AB~ BC  CA /<f#\\%VA57/
. . . . . Q) / AN
bé ching minh dinh Ii, goi B; la giao
diém cta AC’ va mp(Q) réi 4p dung dinh / \\
1i Ta-1ét trong mat phang (ACC’) va trong ¢
mat phang (C’AA"). £ / C
Hinh 67
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Ta thira nhan dinh 1 sau day, thuong goi 1a dinh 1i Ta-1ét dao.

DINH LI 3 (Pinh 1i Ta-Iét ddo)

/Gid sit trén hai duong thdang chéo nhau a va a’ lan luot lc%
cdc diéem A, B, Cva A’, B’, C’ sao cho
AB  BC CA

AB" BC' CA’
Khi dé, ba dwong thdang AA’, BB’, CC’ ldn lwot nam trén ba
mdt phdng song song, titc la chiing cung song song voi mot

kmdt phdng. /

Vi du

Cho tt dién ABCD. Céc diém M, N theo tht tu chay trén cdc canh AD va
MA B . . .

BC sao cho —— = N— Chting minh rang M N lu6n song song v6i mot mat
MD NC

phang c6 dinh.

Gidi (h.68)

Vi M, N lan lugt nam trén cdc doan A

) MA B
thang AD va BC sao cho —— = NB nén
MD NC M
suy ra

MA MD  AD
NB NC BC
Vay theo dinh 1i Ta-lét dao, cac duodng
thang MN, AB, CD cing song song véi N
mot mat phang (P) nao dé. Ta c6 thé lay
mp(P) di qua mot diém c6 dinh, song song C
vGi AB va CD ; 10 rang (P) c6 dinh. U] Hinh 68

5. Hinh lang tru va hinh hop

64

Trong cudc song hang ngay, ta thudng gap nhiéu do dung, vat thé c6 hinh
dang hinh lang tru hay hinh hop nhu : hop diém, hop phén, cay thudc,
quyén séch, ...

Dinh nghia hinh lang tru

Cho hai mat phang (P) va (P’) song song. Trén (P) cho da gidc AjA;...A,.

Qua cdc dinh A;, A, ..., A,, ta v& cdc dudng thiang song song v6i nhau



va lan lugt cat mp(P’) tai A’;, A'p, .., / |
A’y (h.69). Dé dang thdy ring cdc & g ‘." y
glflC AIAZA’ZA’ , A2A3A’3Al2, ceey
A,AjAA’, 1a nhiing hinh binh hanh
va hai da gidic AA.A,,

A"1A...A’, cO cdc canh tuong ting

song song va bang nhau.

Hinh 69

Hinh hop boi cac hinh binh hanh AjAyA'5A", AyA3A3A%, ...,
A,AA A, va hai da gide A\Ay.. A, A1A’...A’, goi la hinh
lang tru hodc lang tru, va ki hiéu la AAy..A,.A1A...A',.

Moi hinh binh hanh ndi trén goi 14 mot mdt bén cta hinh lang tru. Hai da
gidc AjAy...A,, A"1A%5...A", goi la hai mdt ddy cla hinh lang try. Cic canh
clia hai da gidc d6 goi 1a cdc canh ddy ; cac doan thing AjA’], AyA’, ...,
A, A’, goila cidc canh bén cla hinh lang tru. C4c dinh clia hai mat ddy goi
12 cdc dinh cua hinh lang tru.

Néu day cua hinh lang tru la tam giac, ti gidc, ngii gidc thi lang tru tuong

ung duoc goi la ldng tru tam gidc, lang tru t& gidc, ldng tru ngiu gidc
(h.70).

Py W

a) Ldng tru tam gidc b) Ldng tru tir gidc c) Ldang tru ngit gidc
Hinh 70

Sau day, ta s& gidi thiéu mot dang dac biét ctia hinh lang tru, d6 1a hinh hop.
| Hink tang tru 6 ddy 1a hinh bink hanh d@wge goi la hinh hop.
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Nhu vay, hinh hop c6 sdu mat (b6n mat bén va hai mat ddy) déu la nhiing
hinh binh hanh (h.71). M6i mit ¢c6 mot mat song song v4i nd. Hai mat nhu
thé goi 1a hai mdt doi dién.

C6 thé xem hai mdt doi dién nao dé ciia hinh hop la hai mdt ddy cia né

V\J d N P Y e o N A < . 4 2 R
A Chiing to rang bon dudng chéo cla hinh hép cat nhau tai trung diém ctia moi

hay khong ?

Hinh hop ¢6 tdm dinh, hai dinh cta hinh hop goi 1a hai dinh déi dién néu
chiing khong cting nam trén mot mat ndo. Poan thang ndi hai dinh doi dieén
goi la duong chéo cua hinh hop.

Hinh 71 cho ta thay hinh hop
ABCD.A'B'C’'D’ ¢6 cic cap dinh dai dién la
AvaC,BvaD’,CvaA,DvaB’ vaco
cac duong chéo la AC’, BD’, CA’, DB".
Hinh hop c6 muoi hai canh chia lam ba
nhom, m6i nhém gém c6 bon canh song
song va bang nhau. Hai canh goi 1a hai
canh doi dién néu ching song song
nhung khong cung nam trén bat ki mot
mat nao cua hinh hop.

Hinh 71

2

dudng. Diém cat nhau d6 goi la tdm cua hinh hdp.

6. Hinh chép cut

66

Dinh nghia
Cho hinh chép S.A(A,...A

, VA moOt mat phang
(P) khong qua dinh, song song v6i mat phing
ddy, cat cdc canh SA|, SA;, ..., SA, lan luot
tai A", A, .., A’,. Hinh hop boi thiét dién
A4A. A", va ddy AjA,...A, cla hinh chép
cung véi cdc tit gidc A" 1A A A, AA3A3A,

e A ATAIA, goi 12 mOt hinh chép cut, ki
hiéula A"A5.. A" .AAy . A, (W.72).

Pay cta hinh chdp goi 1a ddy lon cta hinh
chép cut, con thiét dien A"|A,... A", goi la Hinh 72



29.

30.

ddy nho cua hinh chép cut. Cic ti gidc A1ALAA;, AHLARAA,, ...,
A’ A1AlA, goi 1a cdc mdt bén cua hinh chép cut. Cdc doan thing AjA7,
AyA, ..., A A", goila cdc canh bén cla hinh chop cut.

Tuy theo ddy la tam gidc, ti gidc, ngii gidc, ..., ta ¢ hinh chép cut tam

gidc, hinh chop cut ti gidc, hinh choép cut ngii gidc, ...

Tinh chat

Vi hinh chép cut duge cét ra tir mot hinh chép nén ta dé dang suy ra tinh
chat sau day

Hinh chép cut ¢6 :

a) Hai ddy la hai da gidc c¢6 canh tuong itng song song va ti
56 cdc canh tuong iing bang nhau.

b) Cdc mat bén la nhitng hinh thang.

¢) Cdc duong thang chita cdc canh bén dong quy tai mot diém.

Cau héi va bai tép
Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?
a) Hai mat phang phan biét cling song song v6i mot duong thing thi song
song v6i nhau ;
b) Hai mat phang phan biét cling song song v6i mot mat phang thi song
song v6i nhau ;
c¢) Néu hai mat phang song song thi moi duong thang nim trén mat phang
nay déu song song v4i mat phing kia ;
d) Néu hai mat phiang song song thi méi duong thing nim trén mat phang
nay déu song song véi moi dudng thing nam trén mat phang kia ;
e) Néu hai mat phang phan biét 1an luot di qua hai dudng thang song song
thi song song vé6i nhau ;
f) Néu mot duong thang ciat mot trong hai mat phang song song thi cat mat
phang con lai.
Trong cidc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?
a) Hinh hop 1a mot hinh lang tru ;
b) Hinh lang tru c6 tt ca cac canh song song ;
¢) Hinh lang tru c6 tat ca cdc mat bén bang nhau ;
d) Hinh lang tru c6 cdc mat bén 1a hinh binh hanh ;
e) Hinh hop c6 cdc mat doi dién bang nhau.
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.
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Cho hai dudng thang chéo nhau. Chiing minh ring c6 ding hai mat phang

song song v&i nhau lan luot di qua hai dudng thing do.

Cho hai dudng thang chéo nhau a va b 1an lugt nim trén hai mat phiang

song song (P) va (Q). Chiing minh ring né€u diém M khong nam trén (P)

va khong nam trén (Q) thi c6 duy nhat mot duong thang di qua M cat ca a

va b.

Trong mat phiang (P) cho hinh binh hanh ABCD. Qua A, B, C, D lan luot vé

bon dudng thang a, b, ¢, d d6i mot song song véi nhau va khong nim trén

(P). Mot mat phang cat a, b, ¢, d 1an luot tai bon diém A", B’, C’, D’. Chiing

minh rdng A’B'C’D’ 1a hinh binh hanh.

Cho tt dién ABCD. Goi M la trung diém cta AB. Hoéi mat phang (P) qua

diém M, song song véi ca AD va BC c¢6 di qua trung diém N cua CD

khong ? Tai sao ?

Cho hai diém M, N lan lugt thay déi trén hai mat phang song song (P) va
.o ) IM

(Q). Tim tap hogp céc diem I thudc doan thang MN sao cho N =k, k#0

cho trudec.

Cho hinh lang tru tam gidc ABC.A’B’C’. Goi H 1a trung diém cta canh A'B’".
a) Chitng minh rang dudng thing CB’ song song v6i mp(AHC”).

b) Tim giao tuyén d clia hai mat phang (AB'C") va (A’BC). Chitng minh
rang d song song v6i mp(BB'C'C).

¢) Xéc dinh thiét dién ctia hinh lang tru ABC.A’B'C’ khi cat boi mp(H, d).
Cho hinh hop ABCD.A’B’C’D’. Chiing minh rang

a) mp(BDA") // mp(B'DC) ;

b) Buong chéo AC’ di qua céc trong tam G;, G, cua hai tam gidc BDA’
vaB'D'C ;

¢) Gy va G, chia doan AC’ thanh ba phan béang nhau ;

d) Céc trung diém cua sdu canh BC, CD, DD’, D'A’, A’B’, B'B cing nim
trén mot mat phang.

Ching minh ring téng binh phuong tit ca cdc dudng chéo clia mot hinh
hop bing tong binh phuong tét ca cac canh cta hinh hop do.

Cho hinh chép cut ABC.A'B'C’ ¢6 day 16n ABC va cic canh bén AA’, BB’,
CC’. Goi M, N, P lan luot 1a trung diém cuia céc canh AB, BC, CA va M’,
N’, P’ 1an luot 12 trung diém cua cdc canh A’B’, B'C’, C'A’. Chling minh
MNP.M’N’P’1a hinh choép cut.



§ PHEP CHIEU SONG SONG

1. Dinh nghia phép chiéu song song

Trong khong gian cho mat phing (P) va dudng
thang [ cat mp(P).

V6i méi diém M trong khong gian, vé dudng

thang di qua M va song song hoic trung vdi /. \ \
Puong thang nay cat mp(P) tai mot diém M’
nao doé (h.73). Hinh 73

Phép ddt tuong ing méi diém M trong khong gian véi diém M’
ciia mdt phdng (P) nhu trén goi la phép chiéu song song lén
mdt phdng (P) theo phuong |.

Mat phang (P) goi 12 mdt phdng chiéu, duong thing [ goi 12 phuong chiéu ;
diém M’ goi 1a hinh chiéu song song (hoiac dnh) ciia diém M qua phép
chi€u song song ndi trén.

Cho hinh .#. Tap hop '’ gébm hinh chi€u song song cua tat ca cic diém
thuoc 4 goi 1a hinh chiéu song song (hoac dnh) cua hinh 4 qua phép
chi€u noi trén.

Béng trén mat dat phang clia mot vat chinh 12 hinh chi€u song song ctia vat
ay trén mat dat (cac tia sdng mat troi duoc coi nhu song song véi nhau).
Néu diém M thuéc mdt phdng chiéu (P) thi hinh chiéu song song ciia né la

diém nao ?
Cho duong thdng a song song voi phuong chiéu . Hinh chiéu song song ciia a
(hodc mot phdn cia né) la hinh nao ?

2. Tinh chat

Trong cac tinh chat dudi day cua phép chiéu song song theo phuong /, ta chi
xét hinh chi€u song song cla cdc doan thdng hodc duong thing khong
song song va khong trung voi l.

Tinh chat 1

[ Hinh chiéu song song ciia mot duong thing la mot duong thdng. ]
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Chirng minh (h.74)

Xét phép chi€u song song lén mp(P) theo
phuong /. Gia st @ 12 mot dudng thang khong
song song va khong trung v6i [. Goi M 1a mot
diém bat ki clia @ va M’ 1a hinh chi€u cta no.
Vi MM’ song song (hodc trung) v6i [ nén M’
nam trén mp(Q) di qua a va song song véi [
(hodc chita /). Mat khac, M’ nam trén mp(P).
Vay M’ nam trén giao tuyén a’ cua hai mat Hinh 74

phang (P) va (Q).

Nguoc lai, dé thdy mdi diém M’ nam trén a’ 12 hinh chi€u ctia mot diém M
nam trén a. Vay hinh chi€u cta a chinh la dudng thang a’. 0

Néu duong thdng a ndm trong mdt phdng chiéu (P) thi hinh chiéu song

song cua a la hinh nao ?

Néu duong thang a cdt mdt phdng chiéu (P) tai diém A thi hinh chiéu song

70

song ciia a cé di qua diém A hay khong ?

HE QUA

Hinh chiéu song song ciia mot doan thdng la mot doan thang,
ctia mot tia la mot tia.

Tu viéc chiing minh tinh chat 1, ta thidy hinh chi€u song song cua duong
thang a 12 giao tuyén clia mat phang chiéu (P) va mp(Q), trong dé (Q) 1a
mat phang di qua a va song song véi [ hoac chita I. Do d6 ta c6

Tinh chat 2 (h.75)

Hinh chiéu song song ciia hai duong thdng song song la hai
duong thdng song song hodc trung nhau.

Hinh 75



Tinh chat 3

Phép chiéu song song khong lam thay doi ti s ciia hai doan
thing nam trén hai duong thdng song song (hodc tring nhau,).

Tinh chét 3 ¢6 nghia 1a : Néu AB va CD la hai doan thang nam trén hai
duong thang song song (hodc tring nhau) c6 hinh chiéu song song trén
mp(P) la A’B’ va C'D’ thi

B AB

CcD” CD
Hinh 76 minh hoa tinh chat dé6.

A
C
/ N
! B
1 D \
AN
R IO R —
L__._ I/ I/
A’ B’
c’ D
P
a) b)
Hinh 76

3. Hinh biéu dién cta mét hinh khéng gian

O §1 cha chuong nay, ta da néu ra mot s6 quy tic dé v& hinh biéu dién cta
mot hinh khong gian trén mat phiang. Cic quy tic 4y dua trén dinh nghia
sau day

DINH NGHIA

Hinh bié¢u dién ciia mot hinh . trong khong gian la hinh
chiéu song song cuia hinh % 'trén mot mdt phang hodc hinh
dong dang voi hinh chiéu do.
Nhu vay, muén vé& ding hinh biéu dién, ta phai 4p dung cac tinh chat
noi trén cua phép chi€u song song. Do d6, ngoai nhitng quy tac da hoc
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trudc day (duogc suy tir cdc tinh chat 1 va 2), ta can luu y thém quy tac sau
(suy tur tinh chat 3) :

Néu trén hinh A cé hai doan thdang nam trén hai duong thang
song song (hodc tring nhau) thi chiing chdng nhiing duoc biéu
dién bdi hai doan thing nam trén hai duong thdng song song
(hodic triung nhau), ma ti s6 ciia hai doan thdng nay con phdi
bdng ti s6 ciia hai doan thdng tuong iing trén hinh A

Hinh biéu dién ciia hinh binh hanh 1a hinh gi ?

& CHUY

Phép chi€u song song n6i chung khong giit nguyén ti s6 cua hai doan
thang khong nim trén hai duong thiang song song (hay khong ciing
nam trén mot duong thang) va khong gitt nguyén do 16n ctia mot géc.
Tix d6 suy ra néu trén hinh .# c6 hai doan thing khong nim trén hai
dudng thang song song thi ti s6 ctia chiing khong nhat thiét phai git
nguyén trén hinh bié€u dién. Cling nhu vay, do 16n cia mot goc trén
hinh .# khong nhat thiét dugc giit nguyén trén hinh biéu dién.

Hinh biéu dién ciia hinh thang la hinh gi ?
Hinh biéu dién ciia hinh thoi, hinh chit nhdt, hinh vuéng la hinh gi ?

C6 phdi mot tam gidc bdt ki déu cé thé xem la hinh biéu dién cia tam gidc
cdn, tam gidc vudng, tam gidc déu hay khong ? (h.77).

0
A
Al
As
A, B=B
B D
"
L C
c=C’
Hinh 77 Hinh 78

Hinh biéu dién cua mot tir dién déu cé thé vé nhu hinh 78 hay khong ?
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Hinh biéu dién cia mot duong tron
Ngudi ta chiing minh dugc rang :

Hinh chiéu song song ciia mot duong tron la mot duong elip
hodic mot duong tron, hodc ddc biét cé thé' la mot doan thdang.

Vi vay, ta thudng dung dudng elip 1am hinh biéu dién ctia dudng tron, tam
ctia elip biéu dién cho tam cta dudng tron (h.79, h.80).

|

Hinh 79 Hinh 80

1
ﬁ Gia st tam giac ABC la hinh biéu dién ctia mot tam giac déu. Hay dung hinh biéu
dién cla tam dudng tron ngoai ti€p tam giac déu do.

2
]@% Cho mét dudng elip Ia hinh biéu dién clia mét dudng tron. Hay vé hinh biéu dién clia
moi hinh sau day :
a) Mot day cung va duang kinh vuéng géc véi day cung dé clia dudng tron.
b) Hai dudng kinh vuéng géc clia dudng tron.
c) M6t tam giac déu néi tiép duang tron.

Vui mot chut !

A N 4

* Hinh sau c6 phai la hinh biéu dién cla mot
hinh khdng gian hay khdng ?

Tranh ciia Et-se (M.C. Escher) »




40.

41.

42.
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e "Chuyén déng vinh ctru ?" : Liéu nu6c c6 chady mai nhu thé khéng ?

Tranh ciia Et-se (M.C. Escher)

Cau hdi va bai tap

Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?

a) Hinh chi€u song song clia hai dudng thang chéo nhau c6 thé tring nhau ;
b) Hinh chi€u song song clia hai dudng thing chéo nhau thi cit nhau ;

c¢) Hinh chiéu song song clia hai dudng thang chéo nhau c6 thé song song
vOi nhau ;

d) Hinh chiéu song song clia hai duong thang chéo nhau c6 thé cat nhau,
trung nhau, song song v6i nhau.

Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?

a) Hinh chiéu song song ctia hai duong thiang cit nhau c6 thé song song
v6i nhau ;

b) Hinh chi€u song song clia hai dudng thang cat nhau c6 thé cat nhau ;

c) Hinh chiéu song song clia hai dudng thing cat nhau c6 thé triing nhau ;
d) Mot dudng thing c6 thé song song véi hinh chiéu song song clia n6 ;

e) Mot dudng thang luon cét hinh chi€u song song ctia né ;

f) Mot duong thang c6 thé tring v6i hinh chi€u song song ctia né.

Tam gidc ABC c6 hinh chi€u song song 1a tam gidc A’B’C". Ching minh rang
trong tam tam giac ABC c6 hinh chiéu song song la trong tam tam giac A'B'C".



43.
44.
45.
46.
47.

V& hinh biéu dién clia mot t dién va trong tam clia no.

V& hinh bi€u dién ctia mot tam gidc vuong noi ti€p trong mot dudng tron.
V& hinh bi€u dién ctia mot hinh vuong noi ti€p trong mot dudng tron.

V& hinh biéu dién ctia mot luc giac déu.

Cho hinh hop ABCD.A;B;C;D;. Tim diém [ trén dudng chéo B;D va diém J

trén duong chéo AC sao cho 1J // BC;. Tinh ti s6 %
1

ON TAP CHUONG II

| - Tém tat nhirng kién thirc can nhé

1.

Mot mat phang duoc x4c dinh néu biét mot trong céc diéu kién sau day :
a) Mit phang d6 di qua ba diém khong thang hang.
b) Mat phang d6 di qua mot diém va mot duong thang khong chita diém ay.
c) Mat phang d6 di qua hai duong thang cat nhau.
d) Mat phang d6 di qua hai dudng thang song song.
e) Mit phing d6 di qua mot dudng thang va song song véi mot dudng
thang chéo vé6i dudng thang ay.
f) Mat phang d6 di qua mot diém va song song véi mot mat phang khong
chia diém ay.
Dinh 1i vé giao tuyén clia ba mat phang :
Néu ba mat phang cit nhau theo ba giao tuyén phan biét thi ba giao tuyén
d6 hoac déng quy hodc déi mot song song.
Ba doan thing néi trung diém céc canh doi dién clia mot ti dién dong quy
tai trung diém G clia mbi doan. Piém G d6 goi 1 trong tam cla ti& dién.
Duong thing va mat phing song song (tic 1a ching khong c¢6 diém chung) :
a) Puong thang a (khong nim trén mp(P)) song song véi mp(P) khi va chi
khi né song song v6i mot duong thang nim trong (P).
b) Néu mp(Q) di qua dudng thing ¢ ma a song song v6i mp(P) thi giao
tuyén cua mp(P) va mp(Q) (néu cd) song song vdi a.
c) Hai mat phing cét nhau cling song song v6i mot duong thing thi giao
tuyén clia ching song song v6i duong thang doé.
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10.

11.

Hai mat phang song song (tic 1a chiing khong c6 diém chung) :

a) Néu mat phang (P) chita hai dudng thang a, b cit nhau va cling song

song v6i mp(Q) thi (P) // (Q).

b) Néu hai mat phang (P) va (Q) song song thi moi mp(R) di cat (P) thi cat

(Q) va cac giao tuyén cua chiing song song.

c¢) Pinh Ii Ta-1ét : Ba mat phang doi mot song song chin ra trén hai cat

tuyén bat ki cac doan thang tuong ting ti 1&.

d) Dinh 1i Ta-1ét d4o : Gia st trén hai dudng thing chéo nhau a va a’ lan

luot 1ay céc diém A, B, C va A’, B’, C’ sao cho : AB _ BC _ CA Khi
A'B" B'C' C'A'

d6, ba dudng thing AA’, BB’, CC’ lan luot nam trén ba mat phing song

song, titc 1a chiing cling song song v6i mot mat phang.

Hinh chép c¢6 ddy 1a mot da gidc va cdc mit bén déu 1a nhitng tam gidc c6
chung mot dinh (dinh cta hinh chép).

Hinh lang tru c¢6 hai ddy nim trén hai mat phing song song ; cdc mat bén déu
12 nhitng hinh binh hanh ; cic canh bén bang nhau va doi mot song song.
Hinh hop la hinh lang tru c6 ddy 1a hinh binh hanh ; bén duong chéo cta
hinh hop déng quy tai trung diém ctia mdi dudng, diém do goi la tam cua
hinh hop.

Hinh chép cut c6 hai ddy nim trén hai mat phing song song ; cic mat bén déu
12 hinh thang ; cdc dudng thang chita cic canh bén dong quy tai mot diém.
Phép chiéu song song theo phuong ! :

a) Khong 1am thay déi su thang hang va thit tu ctia cic diém thang hang.

b) Bién hai duong thang song song (nhung khong song song véi /) thanh
hai dudng thang song song hoac tring nhau.

c) Gift nguyén ti s6 clia hai doan thing nim trén hai dudng thing song
song hodc cing nim trén mot duong thang.

Hinh biéu dién cia mot hinh trong khong gian 1a hinh chi€u song song cua
hinh d6 trén mot mat phang hodc hinh déng dang vé6i hinh chiéu dé.

Hinh biéu dién clia dudng tron thudng 1a dudng elip hodc dudng tron.

Il - Cau hdi tu kiém tra

1.
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Hay néu su khdc biét giita hai duong thing chéo nhau va hai dudng thing
song song.

Néu phuong phdp chitng minh ba diém thang hang.
Néu phuong phap chitng minh ba dudng thang dong quy.



4. Néu phuong phép chiing minh dudng théng song song v6i mat phéng.

5. Neéu phuong phdp chitng minh hai mat phang song song.

Il - Bai tap

1. Trong cic ménh dé sau, ménh dé nao ding ?
a) Hai dudng thiang chéo nhau thi khong c6 diém chung ;
b) Hai dudng thang khong c6 diém chung thi chéo nhau ;
c¢) Hai duong thang chéo nhau thi khong cling thudoc mot mat phang ;
d) Hai dudng thang khong song song thi chéo nhau.

2. Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?
a) Hai duong thang phan biét cling song song v6i mot mat phang thi song
song v6i nhau ;
b) Hai mat phang phan biét cling song song véi mot dudng thang thi song
song v6i nhau ;
c) Hai mat phing phan biét khong song song thi cit nhau ;
d) Hai mat phang phan biét cling song song véi mot mat phang thit ba thi
song song v4i nhau ;
e) qM(f)t dudng thiang ciat mot trong hai dudng thang song song thi cit dudng
thang con lai ;
f) qM(f)t mat phang cat mot trong hai dudng thing song song thi cit dudng
thang con lai ;
g) Mot dudng thang cit mot trong hai mat phang song song thi cit mat
phang con lai.

3. Trong c4c hinh sau, hinh nao 12 hinh biéu dién ctia mot ti dién ?

B‘ ’ % B@C A
D
C D
C N C
b) ¢) d)

a)

A A=B B B
A A
B D
c b ¢ b ¢ D
C
e) il

g) h)
Hinh 81
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4.

S.

6.

7.

8.

V-

1.

78

Cho hai hinh binh hanh ABCD va ABEF nam trong hai mat phang khac
nhau. Lay cdc diém M, N lan luot thudc cdc dudng chéo AC, BF sao cho
MC =2AM ; NF = 2BN. Qua M, N, ké cdc dudng thang song song véi AB
cét cac canh AD, AF 1an lugt tai M;, N;. Ching minh rang :

a) MN /| DE ;

b) M{N; // mp(DEF) ;

c) mp(MNNM;) /| mp(DEF).

Cho hinh lang tru tam gidac ABC.A'B’C’. Goi G, G’ 1an luot la trong tam cla
tam gidc ABC va A’B’C’. Mot mat phiang (a) cit céc canh AA’, BB’, CC’,
GG’ lan lugt tai A;, B;, C; va G;. Ching minh rang :

a) GG’ song song va bang canh bén cta hinh lang tru ;

b) G; la trong tam cua tam gidc A;B|C; ;
c) GIG’ = %(AlA’ + BIB’ + CIC’) ; GIG = %(A]A + BIB + C]C)

Cho hinh hop ABCD.A’B'C’D’. V& thiét dién ctia hinh hop tao béi mat phing
di qua hai trung diém M, N ctia cdc canh AB, AD va tam O ctia mat CDD'C".
Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D’. Trén ba canh AB, DD’, C’B’ 1an luot 1dy ba
AM _D'N _ BP

B DD BC'
a) Ching minh rang mp(MNP) va mp(AB’D’) song song véi nhau.
b ) Xac dinh thiét dién cta hinh hop khi cat boi mp(MNP).

diém M, N, P khong trung vdi céc dinh sao cho

Cho hai tia Ax vd By nim trén hai dudng thang chéo nhau. Mot diém M chay
trén Ax va mot diém N chay trén By sao cho AM = kBN (k > 0 cho truéc).

a) Chitng minh ring MN song song v6i mot mat phang c6 dinh.

b) Tim tap hop cac diém I thuoc doan MN sao cho IM = kIN.

Cac cau hoi trac nghiém

Cho tit dién ABCD. Goi M, N lan luot 1a trung diém cla céc canh AD va
BC ; G 1a trong tam tam gidc BCD. Khi 4y, giao diém ctia dudng thang MG
va mp(ABC) la :

(A) Diém C ;



(B) Giao diém ctia duong thang MG va duong thang AN ;

(C) biém N ;

(D) Giao diém clia duong thang MG va duong thang BC.

Cho tt dién ABCD va ba diém E, F, G lan lugt nim trén céc canh AB, AC,
AD ma khong tring vé6i cac dinh. Thiét dién clia hinh t& dién ABCD khi cét
boi mp(EFG) 1a :

(A) Mot doan thang ; (B) Mot tam giéc ;

(C) Mot tir giac ; (D) Mot ngii giac.

Cho tit dién ABCD va ba diém I, J, K 1an luot nim trén ba canh AB, BC,
CD ma khong trung véi cdc dinh. Thiét dién cua hinh t& dién ABCD khi ciét
boi mp(IJK) la :

(A) Mot tam giéc ; (B) Mot tur gidc ;

(C) Mot hinh thang ; (D) Mot ngii giac.

Cho hinh chép S.ABCD. Goi AC " BD =1, AB~ CD =J, AD n BC =K.
Ding thiic nao sai trong cdc dang thic sau day ?

(A) (SAC) n (SBD) = SI ; (B) (SAB) n (SCD) = SJ ;

(C) (SAD) N (SBC) = SK ; (D) (SAC) n (SAD) = AB.

Cho hinh chép S.ABCD. Mot mat phiang khong di qua dinh nao clia hinh
chop ciét cdc canh SA, SB, SC, SD lan luot tai A’, B’, C’, D’. Goi O 1a giao
diém ctia AC va BD. Tim ménh dé ding trong cdc ménh dé sau day.

(A) Cé4c duong thrfmg A'C’, B'D’, SO do6i mot chéo nhau ;

(B) Cdc dudng thang A'C’, B'D’, SO dong phéng ;

(C) C4c dudng thang A'C’, B'D’, SO déng quy ;

(D) Hai duong thang A'C’ va B’D’ cit nhau con hai dudng thing A'C’ va SO
chéo nhau.

Cho tt dién ABCD. Goi G va E lan luot 1a trong tam cua tam giac ABD va
ABC. Ménh dé nao dudi day ding ?

(A) Duodng thing GE song song véi duong thang CD ;

(B) Pudng thang GE cét duong thang CD ;

(C) Hai duong thang GE va CD chéo nhau ;

(D) Buong thing GE cat dudng thang AD.

Cho t dien ABCD. Goi M, K lan luot 13 trung diém ctia BC va AC, N la
diém trén canh BD sao cho BN = 2ND. Goi F la giao diém cua AD va
mp(MNK). Trong cdc ménh dé sau day, ménh dé nao ding ?
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11.

12.
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(A)AF =FD (B) AF =2FD ;
(C) AF =3FD ; (D) FD = 2AF.
Cho tit dién déu ABCD c6 canh bang a. Goi G 1a trong tam tam gidc ABC.
Cit ti dién boi mp(GCD) thi dién tich cua thiét dién 1a :

23 27
(A) 5 (B) 7
27 23
© P (D) 7

Cho hinh chdép S.ABCD c6 day 1a hinh binh hanh. Goi /, J 1an luot 1a trung
diém ctia AB va CB. Khi 4y, giao tuyén ciia hai mat phiang (SAB) va (SCD)
12 duong thang song song Véi :

(A) Duong thang AD ; (B) Dudng théng BJ ;

(C) Buong thing BI ; (D) Buong thang 1J.

Cho hinh chép S.ABCD c6 day 1a mot hinh binh hanh. Goi A’, B’, C’, D’ 1an
luot 1a trung diém ctlia cdc canh SA, SB, SC va SD. Tim ménh dé ding trong
cdc ménh dé sau day :

(A) A'B’ // mp(SAD) ; (B) A'C’ /| mp(SBD) ;

(C) mp(A'C’'D") // mp(ABC) ; (D) A'C" /| BD.

Cho tt dién déu ABCD c6 canh bang a, diém M trén canh AB sao cho
AM = m (0 < m < a). Khi d6, dién tich thiét dién cta hinh ti& dién khi cat
bodi mat phang qua M va song song véi mp(ACD) 14 :

2 2
N V3 : (B) M;
4 2

2 2
(o e () L=

Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy 1a mot hinh binh hanh. Mot mat phéng (P)
song song voi AC va SB lan luot cat cac canh SA, AB, BC, SC, SD, BD tai
M, N,E, F,I,J. Trong cic ménh dé sau day, ménh dé nao ding ?

(A) Bon dudng thang MN, EF, IJ, SB doi mot song song ;

(B) Bon dudng thing MN, EF, 1J, SB déng quy ;

(C) Bon duong thang MN, EF, IJ, SB déng phing ;

(D) Ca ba ménh dé trén déu sai.



Bai doc thém

/\P L .
@A\! g DHUCNG DHAD TIEN D TRONGC HINH HOC

1. Khi méi ra dai, Hinh hoc la mén khoa hoc thuc nghiém nay sinh tir viéc do dac,
tinh toan cac dai luong vé khoang cach gilta cac dia diém, dién tich cac dam dat, thé
tich cac thuing chira,... Thdi ¢6 dai, ngudi viing Ba-bi-lon va Ai Cap da tich lu§ dudc
nhiéu kién thiéc hinh hoc kha phong phu, chdng han céng thiic Py-ta-go, dinh Ii
Ta-lét, cong thiic tinh thé tich hinh chép cut,... Dan dan Hinh hoc trd thanh mot khoa
hoc suy dién, tdc la thay vi dung thuc nghiém dé kiém tra su dung d&n cla cac su
kién hinh hoc, ngudi ta chiing minh bang lap luan. C6 nhiéu tac phdm hinh hoc da ra
doi, nhung ndi ti€ng nhat va con dudc gilr lai dén nay la tap "Co ban" cta O-clit
(Euclid, nha toan hoc Hy Lap, séng vao khoang thé ki th(t ba truéc Céng nguyén).

Tap "Co ban" clia O-clit gbm 13 cudn, trong dé6 c6 8 cudn ndi vé Hinh hoc.
Toan bd ndi dung mén Hinh hoc so cdp clia bac Phé thédng ngay nay 1a moét
phéan trong tac phdm d6. Céng lao to 16n cia G-clit 14 da tap hop lai nhiing két
quéd cla nhiéu tac gia trudc, sdp xé&p lai va chiing minh chit ché. D& xay dung
mon Hinh hoc, O-clit da xuét phat tir 10 tién dé va dinh dé dugc thira nhan 1a
dling ma khong chitng minh. Tu d6, dua vao cac suy luan légic, 6ng da chiing
minh cac dinh li khac.

Nhu vay, c6 thé néi O-clit 1a ngudi dat nén méng cho phuong phap xay dung
Hinh hoc ma ngay nay ta goi la phuong phép tién dé.

D& trinh bay mén Hinh hoc theo phuong phap tién dé, ngudi ta Iam nhu sau :

1) Khéng dinh nghia mét s6 khai niém nhu : diém, dudng thdng, mat phéng, diém
nam gilta hai diém, dd dai doan thdng, d6 16n cla gbc,... Cac khai niém nhu vay
goi la cac khai niém co ban. Cac khai niém khac sé& dudc dinh nghia dua vao
nhiing khai niém co ban. Ching han, su bang nhau clia cac tam giac dudc dinh
nghia dua vao su bang nhau ctia cac doan thdng va su bang nhau ctia cac goc.
2) Néu ra mét s6 ménh dé dudc thira nhan 1a ding ma khong ching minh. Cac
ménh dé nhu thé goi |a tién dé. Ch&ng han ta thira nhan tién dé : "Co6 mét va chi mot
dudng thang di qua hai diém phan biét cho trudc” hodc tién dé : "Co mot va chi mot
mat phang di qua ba diém khéng thang hang cho trudc”.

Moi ménh dé khac déu phai dugc chiing minh dua vao cac tién dé va cac ménh
dé da dudc ching minh trudc dé.

Chuang ta can chd y rang tuy diém, dudng thdng, mat phing khéng dudc dinh
nghia, nhung ching budc phai thod man cac tién dé. Cho nén c6 thé néi ching
dugc dinh nghia mét cach gian ti€p qua cac tién dé.
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Euclid (khodng 330 - 275 TCN) Lobachevsky (1792 - 1856)

2. Trong hé théng cac tién dé hinh hoc cé moét tién dé goi la tién dé O-clit (n6 tuong
duong véi dinh dé V trong tac phdm Co ban cla O-clit). Tién dé dé dudc phat biéu
nhu sau : "Cho diém A khéng nam trén duong thang b thi trong mat phéng (A,b)
chi co mét duong thang di qua A va khéng cét b".

Trong lich st, khi nghién clu céac tién dé cha O-clit, nhét 1a dinh dé V ndi trén, cac
nha toan hoc da nghi ngd réng c6 thé chimg minh dudc n6é dua vao céac tién dé
khac va néu qua that nhu vay thi can phai loai n6 ra khdi danh sach céac tién dé.
Nhiéu nha toan hoc néi tiéng nhu : Xac-ké-ri (Saccheri, 1667 - 1733), Ldm-be
(Lambert, 1728 - 1777), Lo-giang-do-ro (Legendre,1752 - 1833),... da t6n nhiéu
stic lyc va tri tué dé tim cach chiing minh dinh dé V nhung khéng thanh céng. Vao
dau thé& ki XIX, cac nha toan hoc : Gau-xo (Gauss, 1777 - 1855), Bo-li-ai (Bolyai,
1802 - 1860), dac biét la nha toan hoc Nga Lé-ba-sép-xki (Lobachevsky), trong
qua trinh chidng minh dinh dé V clia O-clit, da xay dung mét Hinh hoc méi trong dé
khong thira nhan dinh dé V ma thira nhan tién dé pha dinh dinh dé V : "Cho diém A
khéng ndm trén duong thang b thi trong mat phang (A,b) co it nhét hai dudng thing
di qua A va khéng cét b".

Ngay nay, ngudi ta thudng goi hinh hoc d6 l1a Hinh hoc Lé-ba-sép-xki (mbt loai
Hinh hoc phi O-clit).

Nam muoi ndm sau khi Lé-ba-sép-xki cdng bé tac pham noi trén, ngudi ta chiing
minh dudc r&ng Hinh hoc Lé-ba-sép-xki khéng hé c6 mau thuan va nhu vay, tién
dé O-clit ding 1a mét tién dé.

Ngay nay, phuong phap tién dé da tham nhap vao nhiéu nganh toan hoc khac
nhau va né la mét céng cu quan trong trong viéc xay dung nén nhitng bé mon
toan hoc hién dai.
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VECTO TRONG KHONG GIAN.
SU PONG PHANG CUA CAC VECTO

1. Vecto trong khong gian

Khdi niém vecto va cdc phép todn vecto da dugc dé cap trong chuong trinh
hinh hoc 16p 10. Tuy nhién, khi d6 tit ca cac vecto ma ching ta xem xét
déu nim trén cling mot mat phang.

o) chuong II, ching ta da lam quen véi viéc A
nghién ctu hinh hoc khong gian ma doi
tugng cta né 1a cac hinh c6 thé khong cuing
niam trong mot mat phang. Chang han, td
dién ABCD la mot hinh c6 tinh chat d6 va
nhu thé cdc vecto AB, BC, CD khong cung
nam trong mot mat phang nao ca (h.82).
Trong chuong nay, ching ta s€ néi dén cac
vecto trong khong gian. Vecto, cdc phép toan C

vecto trong khong gian dugc dinh nghia hoan Hinh 82

toan giong nhu trong mit phang, chiing ciing

c6 cdc tinh chat da biét nén khong nhic lai. Sau day, ching ta néu lén mot
s6 hoat dong va vi du nham muc dich on tap lai nhitng kién thitc da c6 vé
vecto trong mat phing dé 4p dung vio khong gian.

1
ﬁ Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D’ vé6i tam O
(h.83).
a) Hay chi ra trén hinh 83 nhiing vecto bang
nhau khac vecto 0 va kiém tra tinh dung d&n
clia déng thic
AC’ = AB + AD + AA’, (1)
b) Ching minh rang

_— — — — — ——

AB+BC +DD=AD+DC +BB=AC.

Hinh 83

& CHU ¥
Cong thic (1) goi 1 quy tdc hinh hop (dé tim téng clia ba vecto).
84



2
]% Cho t(r dién ABCD v6i trong tdm G va céc trung diém cac canh ctia n6 (h.84).
Hay chi ra trén hinh 84 nhiing vectd khac 0 b&ng nhau va kiém tra xem ddng thic
AB + AC + AD = 4AG
c6 dung khéng ?

<

2}

Hinh 84 Hinh 85
Il
Cho hinh Iang tru ABC.A'B'C". D&t AA’ = G, AB = b, AC =¢ (h.85).
1) Hay biéu thi méi vects B'C, BC’ qua cac vectd @, b, ¢.
2) Goi G’ la trong tam tam giac A’B'C”. Bidu thi vects AG’ qua &, b, .
Vidul
Cho tir dién ABCD.
1. Goi M va N ldn luot la trung diém ciia AB va CD. Chiing 3 rdng
MN = —(AD + BC) = —(AC + BD).
2. Chitng minh rdng diém G la trong tam cua tir dién ABCD khi va chi khi
mot trong hai diéu kién sau xdy ra :
a) GA+GB+GC+GD =0 ;
1 o e ,
b) PG = Z(PA + PB + PC + PD) véi moi diém P.
Gidi (h.86)
1. St dung quy tic ba diém, ta c6
MN = MA + AD + DN,
MN = MB + BC + CN.
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Do MA + MB = 0 g
va m+m:6
nén FN:%(E+E). M

Tuong tu nhu trén, ta c

N - B
MN = %(AC + BD).
2.a) Taco N
GA + GB = 2GM, C
Hinh 86

GC + GD = 2GN.
Piém G Ia trong tam cia ti dién ABCD khi va chi khi
GM + GN =0 hay 2(GM + GN) = 0
Diéu nay tuong duong véi GA + GB + GC + GD = 0.
b) G la trong tam cua td dién ABCD khi va chi khi
GA + GB + GC + GD = 0.
Diéu nay c6 nghia l1a v6i diém P bat ki, ta ¢6

_— —— = ——  —  ——  ——  —

PA-PG +PB-PG+PC—-PG+PD-PG =0,

—»—»—»—»—»

hay = (PA+ PB + PC + PD).

Vidu 2

Cho tir dién ABCD c6 AB=c¢,CD =c¢',AC=b,BD =b’, BC =a, AD =a’.

Tinh goc giita cdac vecto BC va DA.
Gidi. Ta c6

BC.DA = BC.(DC + CA) = CB.CD — CB.CA
= E(CBz +CD? - BD?) - E(CBZ + CA% — AB?)
= %(ABZ + CD? - BD? — CA?).

Tir d6 géc (BC, DA) xéc dinh boi

222y

cos(ﬁ, D_A) . o . ]
aa




2. Su déng phing cla cac vecto. Diéu kién dé ba vects déng phang

Ta biét ring, véi hai duong thang phan biét cho trudc trong khong gian,
luon c¢6 mat phang song song vé6i hai dudng thang d6. Nhung néi chung,
khong c6 mat phang song song v6i ba duong thang phan biét cho truée.
Néu c6 mat phang nhu vay thi ta néi ring ba vecto nam trén ba dudng
thang ay 1a dong phang.

DINH NGHIA

Ba vecto goi la dong phdng néu cdc gid cuia chiing cing song

song véi mot mdt phdng.

Trén hinh 87, gid cta ba vecto .

a
d, b, ¢ déu song song véi mat /v\g
phéng (P) nén ba vects &, b, ¢ o

déng phang.

B
Nhdn xét : —

Tu dinh nghia trén, suy ra : Néu ta
v&€ OA=a, OB=b, OC =c thi Hinh 87

ba vecto @, b, ¢ déng phing khi
va chi khi bon diém O, A, B, C ciing nim trén mot mat phang hay ba duong
thang OA, OB, OC ciing nim trong mot mat phang.

Bai toan 1

Cho tir dién ABCD. Goi M va N lan
luot la trung diém ciia AB va CD.
Chitng minh réng ba vecto BC, MN,
AD dong phdng.

4 (D& gidi bai toan 1)

Goi P va Q lan luct la trung diém clia AC va

BD. Khi d6 MPNQ la hinh binh hanh. T
do, hay suy ra diéu phai chiing minh (h.88).




Piéu kién dé ba vecto dong phing

Tir dinh nghia ba vecto dong phiang va su khai trién mot vecto theo hai
vecto khong cling phuong trong hinh hoc phing, chiing ta c¢6 thé chiing
minh duogc dinh 1i sau (h.89).

DINH Li 1

4 R R )
Cho ba vecto d, b, ¢, trong dé da va b khong cing

phuong. Diéu kién cdn va du dé ba vecto d, b, ¢ dong
2 \ 2 p A — — " ~, -
phang la c6 cdac s6 m, n sao cho ¢ = ma + nb. Hon nita, cdac

s6'm, n la duy nhdt.
& J

/ :

c

A

a

0 b B
Hinh 89

5
ﬁ Chiing minh rang

1) N8u cb6 ma + nb + p¢ =0 va mot trong ba s6 m, n, p khac khong thi ba vecto d,
b, ¢ déng phang :

2)Néu @, b, ¢ laba vecto khong déng phing va ma + nb + p¢ = 0 thim=n=p=0.
Bai toan 2

Cho tit dién ABCD. Cdc diém M va N
ldn luot la trung diém cia AB va CD.
Ldy cdc diém P, Q ldn luot thudc cdc
dwong thiang AD va BC sao cho
PA = kPD, OB =kQC (k # 1). Chiing
minh rdng cdc diém M, N, P, Q cung
thuéc mot mdt phdng (h.90).

), 6 (D& giai bai toan 2)

Y 1) Tirhé thic PA = kPD, hay chling td Hinh 90
TP - MAl— kkMD‘
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Tuong tu, ta cling c6
176 — MB — kMC
1-k
2) TU hai dang thic trén, chiing minh rang
MP + MO = X MN.
k-1
Vay cac diém M, N, P, O cung thudc mét mat phang.

Dinh 1i 1 n6i dén diéu kién dé c6 thé biéu thi mot vecto qua hai vecto
khong cing phuong. Pinh I duéi day s& no6i vé biéu thi mot vecto qua ba
vecto khong dong phang.

PINH Li 2

Néu d, b, ¢ la ba vecto khong dong phdng thi véi moi vecto

d, ta tim dugc cdc s6'm, n, p sao cho d = md + nb + pc. Hon
nita, cdc s6'm, n, p la duy nhdt.

Chirng minh
T diém O, ta dat OA=4a, OB=bh,
OC=¢ OD=d thi O, A, B, C khong
cuing thuoc mot mat phang.
Tir diém D ké dudng thang song song (hoic
trung) véi dudng thang OC, cat mat phang
(OAB) tai diém D’ (h.91). Khi d6

OD = OD’ + D'D.
Theo dinh 1i 1, ta c¢6 cac s6 m, n sao cho
OD’ = ma + nb. Ngoai ra do DD va ¢

cung phuong nén c6 s6 p d€ D'D = pc. Vay Hinh 91

OD = mad + nb + pc.
Gia sttcon ¢c6 OD = m'a + n'b + p'c thi

(m-mha+ (n- n')l; +(p-p)c = 0.

Viad, b, ¢ khong déng phangnénm —m’=n—n"=p —p’=0hay m=m’,
p

n=n',p=p’. Suy ra cac s6 m, n, p la duy nhat. ]
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Bai toan 3
Cho hinh hép ABCD.A'B’'C'D’. Xét cdc diém M va N ldn luot thuéc cdc duong
thing A'C va C'D sao cho MA’ = kMC, NC' = IND (kval déu khdc 1).

—_—

bat BA=a, BB'=b, BC =¢.

—

a) Hay biéu thi cdc vecto BM va BN qua cdc vecto d, b, C.
b) Xdc dinh cdc so'k, | dé duong thang MN song song voi duong thang BD'.
Gidi (h.92)

a) Tu gia thiét ta c6 : D
. BA'_IRC C
g o BA=KBC o A
1-k% N ":::Jé\
_ N TS0 TN
B - g L p Kk ¢ ; 0/~~~
1-k 1-k 1-k . N
BC'—IBD AT A
BN = ———— dodé .
1_1 C/
. R Hinh 92
BN = - a+——»>b+cC.

b) Vi BD’ va C’'D la hai dudng thang chéo nhau va N thuoc duong thang C'D
nén duong thang MN khong thé trung v6i duong thang BD’. Vay dudng

thdng MN song song v6i dudng thing BD’ khi va chi khi MN = pBD’".

Do W:E\/’—W nén ta co

W:(——l ——1 )5+(—1 ——1 )5+[1+ k )Z
1-1 1-% 1-1 1-% 1-k%

Mat khdc BD’ =G +b +¢ (quy tic hinh hop) ma @, b, ¢ 1a ba vecto
khong déng phang nén

-1 1-« "
MN=pBD' &~ L ) o=l k=3,p=1
P -1 1-x 7 ’ Py
k
1+——=
-k 7




Vay khi k = -3, [ = —1 thi dudng thang MN va duong thang BD’ song song
v6i nhau. L]

Cau héi va bai tép

Ba vecto @, b, ¢ c6 dong phéng khong néu mot trong hai diéu sau day

xay ra ?

a) C6 mot vecto trong ba vecto d6 bing 0.

b) C6 hai vecto trong ba vecto d6 cung phuong.

Cho hinh chop S.ABCD.

a) Chiing minh ring néu ABCD 1a hinh binh hanh thi SB + SD = SA + SC.
Diéu ngugc lai c6 ding khong ?

b) Goi O la giao diém clia AC va BD. Chiing t6 ring ABCD 1a hinh binh hanh
khi va chi khi SA + SB + SC + SD = 4S0.

Cho hinh lang tru tam giac ABC.A’B’C’. Goi G va G’ lan luot 1a trong tam
ctia tam gidc ABC va A’B’'C’, I 1a giao diém cta hai dudng thing AB’ va
A’B. Chitng minh ring cdc duong thang GI va CG’ song song v&i nhau.

Cho hinh hop ABCD.A’B’C'D’. Goi M va N lan luot 1a trung diém ctia CD va
DD’ ; G va G’ lan lugt 1a trong tam cta cac tt dién A'D’'MN va BCC'D’. Ching
minh rang dudng thing GG’ va mat phang (ABB’A’) song song v6i nhau.

Trong khong gian cho tam gidc ABC.

a) Chiing minh ring néu diém M thuoc mp(ABC) thi c6 ba s6 x, y, z ma
x+y+z=1saocho OM = xOA + yOB + zOC véi moi diém O.

b) Nguoc lai, néu c6 mot diém O trong khong gian sao cho
0—)M:xO—A>+yO_B’+z%, trong d6 x + y + z = 1 thi diém M thuoc
mp(ABC).

Cho hinh chép S.ABC. Ldy cac diém A’, B, C’ lan lugt thudc céc tia SA, SB,
SC sao cho SA = aSA’, SB = bSB’, SC = ¢SC’, trong d6 a, b, ¢ 1a cac s6 thay
déi. Ching minh ring mat phang (A’B’C’) di qua trong tam clia tam giac
ABC khivachikhia+ b+ c=3.
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HAI PUONG THANG VUONG GOC

1. Géc giita hai dusng théng A,

Cdc mdt cua hinh chép S.ABC la nhitng tam

92

Cho hai duong thang A;, A, bat ki trong khong
gian. TUr diém O nao d6, ta v& hai dudng thang

A'|, A'; lan luot song song (hoac trung) véi A

Ay, A,. Dé thdy rang khi diém O thay doi thi A

goc gilta A'| va A'5 khong thay déi (h.93). Vi

vay ta c6 dinh nghia sau 0 Ay
DINH NGHIA 1 Hinh 93

Goc giita hai duong thdng Ay va A, la goc gilta hai duong
thang A'| va A'y cung di qua mot diém va ldn lugt song song

(hodc trung) voi Ay va A, .

Nhan xét

1) Bé xdc dinh goc gitta hai dudng thang A; va A,, ta c6 thé 1dy diém O

noéi trén thuoc mot trong hai dudng thing doé.

2) Géc giita hai dudng thang khong vuot qua 90°.

3) Néu iy, iy 1an lugt 1a vecto chi phuong clia cdc dudng thang A, A, va

(i), i) = a thi goc giita hai dudng thing A; va A, bing a néu a < 90°

va bang 180° — & néu a > 90°. S

Vidul

Cho hinh chop S.ABC co
SA=SB=SC=AB=AC=ava BC = av2.

Tinh géc giita hai duong thang SC va AB (h.94).

A

gidc co gi ddc biét ? Hinh 94



Gidi

Cdch 1. Ta tinh géc gitta hai vecto SC va AB.

Ta co

SC.AB  (Si+AC).AB

005(5?, E) =

scllagl &
—_— — —_— — az O
_SAAB+ACAB _~ 5 "7 1
02 612 2

Suy ra (SC, AB) = 120°.

Vay géc giita hai dudong thing SC va AB biang 60°.
Cdch 2. Goi M, N, P 1an luot 1a trung di€ém ctia SA, SB, AC. Khi d6 MN // AB,
MP [/ SC. Dé tinh géc giita hai dudong thang SC va AB, ta cin tinh NMP .

2 2
Ta ¢6 MN=MP =2, sp? = 3 Bp? =24
2 4 4
2
BP? + P> = anp? + SB7.
2
vay NP? = 24
4
Mat khéc
NP% = NM? + MP? — 2MN.MP cos NMP,
a
do do cosNMP = —24 = —l, suy ra NMP = 120°.
a a 2
22— —
22
Vay géc giita hai dudong thing SC va AB biang 60°. O

2. Hai dudng thiang vudng géc
PINH NGHIA 2

Hai duong thdng dugc goi la vuéng géc véi nhau néu géc

giita chiing bang 90°.
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94

Khi hai dudng thang @ va b vudng géc véi nhau, ta con ndi gon 13 hai dudng
thang a va b vuong goc, vaki hicua L bhay b L a. Nhuvaya L b< .V =0,
6 d6é u va v lan luot 1a cac vecto chi phuong ctia a va b.

Tt dinh nghia trén, ta c6 nhan xét sau

Nhan xét

Mot dudng thing vuong géc véi mot trong hai dudng thing song song thi
vuong goc véi dudng thang con lai.

1

Cho hinh hép ABCD.A'B'C’'D’ c6 tat cé cac canh bang nhau (hinh hdép nhu thé goi
1a hinh hép thoi). Hay giai thich tai sao AC L B'D".

Vidu 2

Cho hinh hop thoi ABCD.A'B'C'D’ ¢6 tdt A D
cd cdc canh bang a va

ABC = B'BA = B'BC = 60°.
Tinh dién tich tw giac A'B'CD.
Gidi (h.95)
TruGe hét ta dé thady A’B’CD la hinh binh
hanh, ngoai ra B'C =a = CD nén A'B'CD
12 hinh thoi. Ta sé chiing minh A'B’CD la
hinh vuong. Hinh 95

That vay, ta co

CB'CD :(CTBF@).EA' = CB.BA + BB’ .BA :—%+%:O.
Vay ¢6 CB’ L CD, do d6 A’B’CD 14 hinh vuong.
Tir d6 dién tich hinh vuong AB'CD bing a”. O P

Vidu 3

Cho hinh tw dién ABCD, trong do AB 1 AC,
AB L BD. Goi P va Q la cdc diém ldn lugt g § c
thuéc cdc duong thang AB va CD sao cho

PA = kPB, OC =kQD (k = 1). Ching Q
minh rang AB va PQ vuéng géc vdi nhau D
(h.96). Hinh 96



g

2 (Pé giai vi du 3)
Biéu thi P—Q theo PA, AC, @ va FQ theo PB, BD, FQ dé co

(1-k)PO = AC — kBD.
Tinh tich vo huéng cla (1 — k)P—Q voi E T d6 suy ra diéu phai chiing minh.
Vidu 4
Tinh cdc géc giita cdc cdp duong thang DA va BC, DB va AC, DC va AB
cua tir dién ABCD, biét rang DA =BC =a, DB=AC =b,DC =AB=c.
Gidi

Theo két qua & vidu 2 §1, ta co

2 2
cos(BC, DA) = ¢ -b .
a
Vay gobc gilta hai duong thang BC va AD la @ ma cosa = —
a

Tuong tu nhu trén, néu goi B va ¥ 14n luot 12 gbc giita cic cap dudng thang
AC va BD, AB va DC thi
|a2_cz| _|a2—b2|

cosff=————, coSy=—— ]
b? ?

Céu hdi va bai tap

Mbi khang dinh sau c6 ding khong ?

a) Hai duong thang cling vuong géc véi dudng thang thit ba thi song song
v6i nhau.

b) Hai dudng thang ciing vuong géc véi dudng thang thit ba thi vuong géc
v6i nhau.

a) Cho vecto 7# khdc O va hai vecto @, b khong cing phuong. Ching minh

rang néu vecto 7 vuong goc véi ca hai vecto @ va b thi ba vecto 7, @, b
khong dong phang.
b) Ching minh ring ba vecto cing vudng géc véi vecto 7 # 0 thi déng
phang. Tir d6 suy ra cdc dudng thang cling vudng géc v6i mot duong thang
thi cling song song v6i mot mat phang.
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10.

11.

Cho hinh chép S.ABC ¢6 SA = SB = SC va ASB = BSC = CSA. Chiing minh
ring SA L BC, SB L AC, SC L AB.

Cho hinh t& dién ABCD. Ching minh rang néu AB.AC = AC.AD = AD.AB
thi AB L CD, AC L BD, AD 1 BC. Diéu ngugc lai c6 diing khong ?

Cho hinh t¢ dién ABCD c6 AB = AC = AD va BAC = 60°, BAD = 60°.
Chitng minh rang :

a) ABLCD;

b) Néu 7 va J 1an luot 1a trung diém cia AB va CD thiIJ L ABvalJ 1 CD.

PUONG THANG VUONG GOC
vO1 MAT PHANG

1. Pinh nghia dudng thang vudng goéc v6i mat phing

96

Bai toan 1
Cho hai duong thdng cdt nhau b va ¢ cing ndm trong mdt phdng (P).
Chitng minh rdng néu duong thdng a vuoéng géc véi cd b va c thi né vuong
goc voi moi dwong thdng nam trong (P).

a

1 (D& giai bai toan 1) B
. ” u
e Ki hiéu i, v, w, 7 lan lugt la vectd chi

phuong cla cac dudng thang a, b, ¢, d, —

2 PR w —
trong d6 d la dudng thang bat ki nam trong b I /
(P) (h.97). Gia thiét clia bai toan c6 nghia A < 3 |
au.v=uw=0.
Hay ching to u.r = 0. Hinh 97

Khi a@ vuong géc v6i moi dudng thang nim trong mat phing (P) thi ta néi
rang dudng thang a vuong gdc véi mit phang (P). Vay ta cé dinh nghia



PINH NGHIA 1

Khi duong thang a vuong goéc véi mat phang (P), ta con néi mat phang (P)
vuong goc voi a hodc a va (P) vuong goc v6i nhau, va ki hiéu a L (P) hoac
(P) La.

Tu bai todn 1 va dinh nghia trén, ta c¢6 dinh 1i sau néi vé diéu kién dé
dudng thang va mat phang vuong géc vdi nhau.

Mot duong thdng goi la vuong géc véi mot mdt phang néu né
vuong géc véi moi duong thdang ndm trong mdt phdng do.

DINH Li 1

Néu duong thdang d vuéng géc véi hai duong thdng cdt nhau
a va b cung ndm trong mdt phang (P) thi duong thang d
vuong géc voi mdt phang (P).

), 2 a
7% 2 3 o ~ N 2 ~ p Z: :
Ching to rang néu mét dudng thang vudéng goéc véi hai
canh clia mét tam giac thi n6 ciing vuéng géc véi canh 4 C
thit ba, tic 1a phai chiing minh (h.98) :
L AR /
= a 1 BC.
al AC B
Hinh 98

2. Cac tinh chat

Tur dinh nghia néu trén, ta c6 cic tinh chat sau :

Tinh chat 1

Cé6 duy nhdt mot mdt phdang (P) di qua mét diém O cho truéce
va vuoéng géc véi mot duong thdng a cho trude.

Tinh chat 2

Cé duy nhdt mot duong thang A di qua mot diém O cho
trudc va vuong géc véi mot mdt phdang (P) cho trudc.

Nhdn xét
* Mit phang (P) néi trong tinh cht 1 dugc xé4c dinh béi hai duong thang phan
biét b va ¢ cling di qua diém O va cling vuong goc vé6i dudng thang a (h.99).
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Hinh 99 Hinh 100

* Duong thang A trong tinh chat 2 13 giao tuyén
cuia hai mat phang (Q) va (R) cung di qua O va
lan luot vuong géc véi hai duong thang cat nhau

a va b nam trong mit phang (P) (h.100).

e Tu tinh chét 1, ta thdy c6 duy nhdt mot mat
phéng vuong géc véi AB tai trung diém O cuia doan
thang AB. Mat phang d6 goi l1a mdt phdng trung .
truc clia doan thang AB (h.101). A
Dé thdy ring mdt phdng trung truc ciia doan
thang la tdp hop cdc diém cdch déu hai dau miit
cia doan thdng do.

ﬁ 3 Hinh 101

Tim tap hop cac diém cach déu ba dinh clia tam giac ABC.
Trong chuong II, ta da dé cap dén quan hé song song giita hai duong thang,
giita dudng thang va mat phing, giita hai mat phiang. K&t hop véi cdc tinh chat
néu trén, ta c6 thé ching minh duoc mot s6 tinh chat néi vé mai lién hé giita
quan hé song song va quan hé vuong géc ctia dudng thing va mat phing.

3. Lién hé gilra quan hé song song va quan hé vudng géc cta dudng
thang va mat phang

Tinh chat 3 (h.102)

a) Mdt phdng nao vuéng géc véi mot trong hai duong thdng
song song thi ciing vuoéng géc voi duong thang con lai.

b) Hai duong thdng phdn biét cing vuong géc véi mot mdt
phdng thi song song véi nhau.
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Tinh chat 3 dugc viét gon la :

b
° a//b a
= (P) Lb;
(P)La / ] /
e al(P) P l |
b1l (P);=allb. |
a=zb Hinh 102

Tinh chat 4 (h.103)

a) Puong thang nao vuong géc véi mot trong hai mdt phdng
song song thi ciing vuéng géc véi mdt phdang con lai.

b) Hai mdt phdang phdn biét cing vuong goc véi mot duong
thdng thi song song vdi nhau.

Tinh chat 4 duoc viét gon la :

o (PYIQ)
al (P)

}:ﬂll(Q);

e« (P) La
Q) La = (P)IO).

e
(P) = (©) / “ /
I
Nhdn xét Q
Trong tinh chat 3, néu ta thay cdc cum tur

"mat phang" thanh "dudng thang", "dudng Hinh 103
thang" thanh "mat phang", con cédc tir khic gift nguyén thi ta c6 tinh chat 4.

Tinh chat 5 (h.104)

a) Cho duong thdang a va mdt phang (P) song song vdéi nhau.
Puong thang nao vuong goéc voi (P) thi ciing vuong géc vai a.
b) Néu mot duong thang va mot mdt phang (khong chita
duong thang dé) ciung vuong géc véi mot duong thang thi
chiing song song voi nhau.
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Tinh chat 5 duoc viét gon la : a

.a//(P)}

=bla;

b L (P)

. az (P) - b
alb t=allP). V
(P)yLb Hinh 104

4. Dinh li ba duéng vuong géc

100

Phép chiéu vuong goc
Mot truong hop thuong gap cua phép chi€u song song la phép chiéu
vuong goc.

DINH NGHIA 2

Phép chiéu song song lén mdt phang (P) theo phuong | vuéng goc
véi mdt phdng (P) goi la phép chiéu vuong géc lén mdt phing (P).

Vi phép chi€u vuong géc 1én mit phing (P) 1 trudng hop dic biét ctia phép
chiéu song song nén né cé moi tinh chit ctia phép chi€u song song. Phép
chiéu vuong géc lén mdt phdang (P) con duoc goi don gian 12 phép chiéu lén
mdt phang (P). Néu .# ' 1a hinh chiéu vuong géc ctia hinh #'trén mp(P) thi ta

cling n6i A’ 1a hinh chiéu cta ./ trén mat phang (P).

Dinh li ba duong vuong goc
DINH LI 2

Cho duong thdang a khong vuong géc voi mdt phang (P) va
duong thang b nam trong (P). Khi do, diéu kién cdn va dii dé b
vuong goéc voi a la b vuong géc voi hinh chiéu a’ cuia a trén (P).

a

Chitng minh B_~
Néu a nim trong (P) thi két qua 1a hién nhién. /A/

Néu a khong nam trong (P) thi ta 18y hai
diém phan biét A va B thuoc a. Goi A’ va

B’ 14n luot 13 hinh chi€u cla A va B trén a7
(P), khi d6 hinh chiéu a’ cha duong thing a
P

a trén (P) chinh 13 dudng thang di qua hai
diém A’ va B (h.105). Hinh 103




Vibc(P)nénb 1 AA".
Vaynéu b L athib L mp(a’,a),dodéb L a'.
Nguoc lai, n€u b L a’thi b L mp(a’, a), do d6 b L a. ]

5. Goc giira dudng thiang va mit phing
Cho dudng thang a va mat phiang (P). Ta c6 dinh nghia sau (h.106)

a
a

yd P

a) b)
Hinh 106

DINH NGHIA 3

Néu duong thdng a vuoéng goéc voi mdt phdang (P) thi ta néi
rdng goc giita duong thdng a va mdt phdng (P) bang 90°.

Néu duong thdang a khong vuong géc véi mdt phang (P) thi
goc giita a va hinh chiéu a’ cia né trén (P) goi la goc giita
dwong thdng a va mdt phdng (P).

Luu ¥ ring gdc giita duong thdng va mdt phdng khong vugt qud 90°.
Vi du
Cho hinh chop S.ABCD cé day la hinh vuéng, SA 1 mp(ABCD).

1. Goi M va N ldn luot la hinh chiéu ciia diém A trén cdc duong thang SB
va SD.

a) Chitng minh rang MN [/ BD va SC 1L (AMN).

b) Goi K la giao diém ciia SC véi mp(AMN). Chitng minh tit gidc AMKN
co hai duong chéo vuong goc.

2. Tinh géc giita duong thang SC va mdt phdang (ABCD) khi SA = a\/z,
AB=a.
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12.

13.

14.

15.
102

Gidi (h.107)

1. a) Hai tam gidc vuong SAB va SAD
bang nhau c6 cdc dudng cao tuong
ung la AM va AN nén BM = DN. Mit
khic, tam gidc SBD can tai dinh §
nén MN song song v6i BD.

Ta c6 BC L (SAB) nén BC 1. AM ; mat
khic SB L AM, do d6 AM L SC.
Tuong tu, AN L SC. Vay SC L (AMN).
b) Do MN // BD ma BD 1 (SAC) nén
MN 1 (SAC), tt d6 MN L AK.

2. Ta ¢6 AC 1a hinh chiéu ctia SC trén mat phiang (ABCD). Mat khac
AC = aV2, SA = a2 nén SCA = 45°. Vay, goc giita SC va mat phing
(ABCD) bing 45°. O

Hinh 107

Cau héi va bai tép

Khang dinh "Mot duong thing vuong goéc vé6i hai dudng thing phan biét
trong mat phang (P) thi né vuong géc véi (P)" c6 ding khong ? Vi sao ?
Cho hai dudng thang a, b va mat phang (P). Cac ménh dé sau ding hay sai ?
a)Néua//(P)vab L (P)thib L a.

b) Néua// (P)vab Lathib L (P).

c)Néua// (P),b//athib//(P).

Cho diém S c6 hinh chiéu trén mp(P) 1a H. V6i diém M bat ki trén (P)
(M khong trung H), ta goi doan thang SM 13 duwong xién, doan thang HM 1a
hinh chiéu cua duong xién d6. Chiing minh rang :

a) Hai dudng xién bing nhau khi va chi khi hai hinh chi€u cta chiing
bang nhau.

b) Vé6i hai duong xién cho trude, duong xién nao dai hon thi c6 hinh chi€u
dai hon va nguoc lai, duong xién nao c6 hinh chiéu dai hon thi dai hon.

Cho tit dién ABCD. Tim diém O c4dch déu bon dinh cia tit dién.



16.

17.

18.

19.

20.

Cho hinh t& dién ABCD c6 AB, BC, CD do6i mot vuong goc va AB = a,
BC=b,CD =c.
a) Tinh do dai AD. b) Chi ra diém c4ch déu A, B, C, D.

Cho hinh t& dién OABC c6 ba canh OA, OB, OC doi mot vuong goc.
a) Ching minh tam gidc ABC c6 ba géc nhon.
b) Chitng minh ring hinh chiéu H cta diém O trén mp(ABC) tring véi truc
tam tam gidc ABC.
1 N 1 N 1
oH®> 0A> o0B* oCc®
Cho hinh chép S.ABC c¢6 SA L mp(ABC) va tam gidc ABC khong vuong. Goi
H va K 1an luot 1a tryc tam cua cac tam gidac ABC va SBC. Ching minh rang :
a) AH, SK, BC dong quy ;
b) SC L mp(BHK) ;
¢) HK 1 mp(SBC).

Cho hinh chép S.ABC cé ddy 1a tam gidc déu canh a va SA = SB = SC = b.
Goi G la trong tam tam gidc ABC.

a) Chiing minh rang SG L (ABC). Tinh SG.

b) Xét mat phang (P) di qua A va vuong géc v6i dudng thang SC. Tim hé
thic lién he gifta a va b dé (P) cét SC tai diém C; nam giita S va C. Khi d6
hay tinh dién tich thi€t dién ctia hinh chép S.ABC khi cat boi mp(P).

a) Cho tit dien ABCD ¢6 AB L CD, AC L BD. Ching minh rang AD | BC.
Vay, cac canh doi dién cua tit dién d6 vuong goc vGi nhau. T dién nhu thé
goi la tir dién truc tam.

b) Chitng minh cdc ménh dé sau day 1a tuong duong :

i) ABCD la t dién truc tam.

ii) Chan duong cao cua ti dién ha tir mot dinh trung véi truc tam clia mat
doi dién.

iii) AB> + CD* = AC? + BD?> = AD? + BC>.

¢) Chiing minh rang bén dudng cao cua ti dién truc tam dong quy tai mot
diém. Diém d6 goi 1a truc tdm cua tir dién n6i trén.

¢) Chitng minh rang
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S

HAI MAT PHANG VUONG GOC

1. Géc giira hai mit phang

Cho hai miat phang (P) va (Q). Lay hai
duong thang a va b 1an lugt vuodng géc véi
(P) va (Q) (h.108). Khi do, gbc gilra hai
duong théng a va b khong phu thudc vao
cach luya chon ching va dugc goi la goc
gifta hai mat phéng (P) va (Q).

DINH NGHIA 1
Goc giita hai mdt phdng la
goc giita hai dwong thdng
lan luot vuong géc voi hai
mdt phdang do.

Cach xac dinh géc giira hai mat phang

yd

Hinh 108

Khi hai mdt phang (P) va (Q) song song hodc tring nhau thi géc giita

&

104

chiing bdang bao nhiéu ?

Bay gio, gia su (P) va (Q) cat nhau
theo giao tuyén A. Ta v€ mot mat
phang (R) vuong géc véi A va goi p,
¢ lan lugt la giao tuyén cua (R) véi
(P) va (R) v6i (Q). Khi do, goc giita
(P) va (Q) bang gbc gitta p va q.
That vay, trong mp(R), xét cac

dudng thiang a va b lan luot vuong (R

g6c v6i p va g thia L (P), b L (Q)
va dé thay géc gifta hai duong thang
a, b bang gbc giita hai duong thang
P, q (h.109). Nhu vay ta c6 :

CHU Y

Hinh 109

Khi hai mat phang (P) va (Q) cit nhau theo giao tuyén A, dé tinh
géc gitta ching, ta chi viec xét mot mat phang (R) vuong goc véi
A, 1an luot cét (P) va (Q) theo cdc giao tuyén p va q. Lic do, goc
gifta (P) va (Q) bing goc giita hai dudng thang p, g.



Vi du

Cho hinh chép S.ABC c¢6 SA L (ABC). Goi ¢
la goc giita hai mdt phang (ABC) va (SBC).
Chitng minh rang Spapc = Sgpc-cos@, d ddy

ki hiéu S,pc la dién tich tam gidac ABC.

Gidi (h.110)

Ké duong cao AH cua tam gidc ABC. Do
SA 1 mp(ABC) nén SH L BC. Suy ra SHA = )
va AH = SH.cosg. Tu dé ta co Hinh 110

1 1
Sapc = EBC.AH = EBC.SH.COS(D = SqpC-Cos @. Ol

M6 rong két qua cua vi du trén, ta c6 dinh i tong quét sau day :

PINH Li 1

Goi S la dién tich cua da gidc #'trong mdt phdng (P) va S’
la dién tich hinh chiéu .7 ciia 2 trén mdt phdng (P") thi
S’ = S.cos g, trong dé ¢ la géc giita hai mdt phang (P) va (P).

2. Hai mit phang vudng géc
DINH NGHIA 2
Hai mdt phdng goi la vuéng géc vdi nhau néu géc giita chiing
bang 90°. B
Khi hai mat phang (P) va (Q) vudng géc véi nhau
thi ta con néi gon 13 hai mdt phdng (P) va (Q)
vuong goc, ki hiéu (P) L (Q) hay (Q) L (P).

1 AR D
% Cho hinh t& dién ABCD c6 AB, AC, AD d6i mét vudng
géc (h.111). Hay chi ra cac dudng thang Ian ludt vudng
géc v6i cac méat phdng (ABC), (ACD), (ABD) va tir d6 Cc
suy ra cac mat phang ay déi mot vuéng géc.
Hinh 111

Piéu kién dé hai mat phang vuong goc
Dinh Ii duéi day n6i vé mot diéu kién dé hai mat phiang vuong géc.

DINH LI 2

Néu mot mdit phang chita mot duong thang vuong géc véi mot
mdt phang khdc thi hai mdt phang do vuéng goéc voi nhau.
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Chirng minh (h.112)

Gia st (P) 1a mat phang chia dudng thang a /é
ma a vudng goc véi mp(Q). Goi H la giao

diém cua a va (Q) thi H thudc giao tuyén ¢ |4
ctia (P) va (Q). Trong (Q), ké dudng thang b
di qua H va vuong goéc véi c. Khi do, goc
gitta (P) va (Q) chinh la goéc gitta @ va b. Vi /. )

al (Q) nén a L b, tt d6 suy ra hai mat 1 }/
phang (P) va (Q) vuong gbc v6i nhau. [

Nguoc lai, néu cho hai mat phang vuong goc Hinh 112
v6i nhau thi mat phang nay cé chita dudong thing vuong géc v6i mat phang
kia hay khong ? Dinh 1i 3 sau day tra 16i cau hoi do.

Tinh chat cua hai mat phiang vuong géc

DINH LI 3

Néu hai mdt phang (P) va (Q) vuong gbc v6i nhau thi bat ci
dudng thang a nao nam trong (P), vudng goc véi giao tuyén
ctia (P) va (Q) déu vudng géc v6i mat phang (Q).

Chirng minh (h.112)

Goi ¢ 1a giao tuyén cta (P) va (Q), H 1a giao diém cua a va c. Trong
mp(Q), ké duong thang b di qua diém H va vuong goc véi c. Khi dé, géc
gitta (P) va (Q) chinh 1a géc gitta a va b. Vi (P) L (Q) nén a L b. Nhu vay,
ta c6 duong thing a vuong goéc v6i hai duong thing b, ¢ cit nhau cing
thuoc (Q), suy raa L (Q). O
Ti dinh 1i 2 va dinh 1i 3, ta dé dang suy ra cdc hé qua sau :

HE QUA 1 (h.113)

Néu hai mdt phdng (P) va (Q) vuéng géc véi nhau va A la
mot diém nam trong (P) thi duong thang a di qua diém A va
vuong géc voi (Q) sé nam trong (P).

Hé qua 1 dugc viét gon la :
(P) L (O 4
A e (P)
al(Q)

Aea ' ﬁ/

Hinh 113

= a c (P). a




HE QUA 2 (h.114)

Néu hai mdt phang cdt nhau va ciing vuong géc voi mdt phdng
thit ba thi giao tuyén ciia chiing vuong géc véi mdit phdng thit ba.

Hé qua 2 dugc viét gon 1a :

P)n(Q)=a

(P) L (R) =al(R). j/\@
P a

Q) L ®)

R

Tu dinh 1i 2, ta nhan thdy néu duong
thang a vuong géc v6i mat phang (P)
thi qua a c6 vo s6 mat phang
vuong géc véi (P) (h.115). Vay
khi a khong vuong goéc véi (P) thi
c6 bao nhiéu mat phang chita a va
vuong goc véi (P) ?

Hé qua sau s€ tra 101 cau hoi doé.

Hinh 115
HE QUA 3

Qua duong thdng a khong vuéng géc véi mdt phdng (P) cé
duy nhdt mot mdt phdng (Q) vuong géc véi mdt phdang (P).

2 (D& chiing minh hé qua 3)

L&y diém O thudc a, dung dudng thing
b di qua diém O va vuéng géc véi (P).
Hay ching td mp(a, b) chinh 1a mp(Q)

phai tim (h.116).
« S dung hé qua 2 dé ching minh tinh
duy nhat cGa mat phang (Q).

Hinh 116
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3. Hinh lang tru ding. Hinh hop chir nhat. Hinh 1ap phuong

Trong chuong II, ta da néu dinh nghia hinh lang tru. 0 phan nay, ta s€ xét
mot sO hinh lang tru dac biét.

PINH NGHIA 3 HINH VE
Hinh lang tru ding B e Cdc mdt bén ciia hinh
La hinh ldng tru cé canh A i ¢ lang try dimg la hinh gi ?
bén vuong goc voi mdt A D * Cdc mdt bén cua hinh
s |
day (h.117). B lang tru ditng c6 vuong
Ak e goc voi mdt ddy khong ?
E D’
Hinh 117
Hinh lang tru déu Ay 43 Cdc mdt bén ciia hinh
La hinh ldng try ditng c6 | 4 /EV:’\ lang try déu c6 bang
P . "y . W ' Ay | nhau khong ?
day la da giac déu | I'N :
(h118). YA A
A B
/ \\\;///A';\\
A=Y =154
1 //0/ ~ 4
A's A’s
Hinh 118
Hinh hop ding Hinh hop ditng co bao
La hinh ldng tru diing c6 nhié” ) mdt la  hinh
ddy la hinh binh hanh chif nhdt ?
(h.119). >
\g
Hinh 119
Hinh hop chit nhat . Sdu mdt cua hinh hop chit
La hinh hop ding c6 i nhdt cci phdi la nhiing
ddy la hinh chi nhat | hinh chit nhdt khong ?
(h.120) ' LT Fm 2 Nguoc lai, mot hinh hop
) " O ma sdu mdt cua né la hinh
Hinh 120 chit nhdt co phdi la hinh

hop chit nhdt khong ?
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DINH NGHIA 3 HINH VE

Hinh lap phuong Hinh hop chit nhdt ma

La hinh hop chit nhdt cé di¢n tich cdc mdr%dé‘b\t
tdt cd cdc canh bang bc\mg nfzau c6 phai la
nhau (h.121). JEEEEEE — hinh ldp phuong hay
ot khéng ?

Hinh 121

Bai toan
Tinh do dai duong chéo ciia hinh hop chit nhdt khi biét do dai ba canh xudt
phdt tix mot dinh la a, b, ¢ (a, b, ¢ goi la ba kich thudc ciia hinh hop chit nhdt).

Gidi (h.122) B C

Tu AC’ = AB + AD + AA’ A : D

Vi ABAD = ABAA = ADAA = 0 L
ta co Ezz =a® +b> +c? A’/ D’

hay AC" =d® +b* + 2. Hinh 122

Tuong tu cac duong chéo con lai ciing bang va? +b* + 2. 0

Do dai duong chéo cuia hinh ldp phuong canh a bang bao nhiéu ?

4. Hinh ché6p déu va hinh chép cut déu

DINH NGHIA 4

Mot hinh chép duoc goi la hinh choép déu néu ddy cia no la
da gidc déu va cdc canh bén bang nhau. S

S

Hinh 123
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Ta biét ring d6i v6i mot hinh chép bat ki, duong thang vuong goéc v6i mit
ddy ké tur dinh goi l1a duong cao cua hinh chép.
Cdc két qud sau ddy vé hinh chép déu cé diing khong ? Vi sao ?
* Mot hinh chdp la hinh chdp déu khi va chi khi ddy ciia né la da gidc déu
va duong cao ciia hinh chép di qua tdm cua ddy (tdm cua da gidc déu
chinh la tdm duong tron ngoai tiép va noi tiép da gidc do).
* Mot hinh chép la hinh chdp déu khi va chi khi ddy ciia né la da gidc déu
va cdc canh bén tao voi mdt ddy cac géc bang nhau.
PINH NGHIA 5
Khi cdt hinh chép déu bdi mot
mdt phdng song song voi ddy
dé’ dugc mot hinh chép cut thi
hinh chép cut dé duoc goi la
hinh chop cut déu.

Poan n6i tam cua hai ddy dugc goi la
duong cao cia hinh chép cut déu.

Tai sao trong hinh chdp cut déu, cdc mdt
bén la nhitng hinh thang cdn bang nhau ?

Hinh 124

Em c¢ biét

Nhiéu Kim tu thap (to
Han - Viét nghia la cai
thap hinh chit kim &>,
tlrc 1a hinh chép) da dugc
xay dung & Ai Cap bat
dau khoang 2500 nam
tru6c cong nguyén. Cac
thap dé la nhiing ngdi mo
clia vua, hoang hau, ...
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21.

22.

23.

24.

Kim tu thap Ké-6p (Chéops) (& hinh trén) la thap 16n nhat. N6 dudc coi la mot
trong bay ki quan clia thé gidi. B6 1a mot hinh chép t& giac déu, day 1a mét hinh
vuéng c6 canh dai khoang 230m, ngay xua c6 chiéu cao khodng 147m, ngay
nay chi con cao 138m do bi x6i mon & dinh. Trong hon 4000 nam, d6 Ia kién trac
cao nhat th& gidi. Mai dén thdi Trung cd méi c6 mot s6 nha thd cao hon. Thap
nang khodng 6 triéu tan va dugc tao thanh bdi han 2 300 000 tang da.

3 bén trong kim tu thap Ké-6p cé "budng cla vua" dang hinh hép chit nhat, dai
20 "canh tay", rong 10 "canh tay", cao 11,18 "canh tay" ("canh tay" la don vi d6
dai thai c8, xap xi 52,5cm). S6 do kha 1& 11,18 nay da hap dan cac nha khéo ciu :
phai chang c6 thé giai thich diéu nay khi tinh d6 dai dudng chéo hinh hop va do
dai duong chéo mat bén cda hinh hép dé ?

Cau hdi va bai tép

C4c ménh dé sau ding hay sai ?
a) Hai mat phang cling vuong goéc véi mat phang thit ba thi song song
v6i nhau ;
b) Hai mat phang cling vuong géc véi mat phang thit ba thi vuong géc
v6i nhau ;
¢) Qua mot dudng thang cho truéc cé duy nhit mot mat phang vuong géc
v6i mot mat phang cho truée ;
d) C6 duy nhat mot mat phang di qua mot diém cho truée va vuong goc véi
hai mat phang cit nhau cho trudc ;
e) Cdc mat phang cung di qua mot diém cho truéc va vuong géc véi mot
mit phang cho trudce thi luoén di qua mot dudng thang c6 dinh ;
f) Hinh lang tru c6 hai mat bén 1a hinh chit nhat la hinh lang tru ding ;
) Hinh ch6p c6 ddy 1a da gidc déu va ba canh bén bang nhau 1a hinh chép déu.
Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D'¢c6 AB=a, BC =b, CC’"=c. Néu
AC'=BD'=BD = Va* + b* +¢*

thi hinh hop d6 c6 phai 1a hinh hop chit nhat khong ? Vi sao ?
Cho hinh lap phuong ABCD.A’B’C'D’ ¢6 canh bang a.
a) Ching minh ring AC’ vuoéng géc v6i hai mat phang (A’BD) va (B'CD").
b) Cit hinh lap phuwong bdi mat phang trung truc clia AC’. Chitng minh thiét
dién tao thanh 12 mot luc gidc déu. Tinh dién tich thiét dién dé.
Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh vuong canh a va SA L (ABCD), SA = x.
X4c dinh x d€ hai mit phéng (SBC) va (SDC) tao v6i nhau goc 60°.
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25. Cho hai mat phang vuong goc (P) va (Q) c6 giao tuyén A. Lay A, B cling thudc
Avalay C € (P), D € (Q) sao cho AC L AB, BD 1 AB va AB = AC = BD.
X4c dinh thiét dién cla t¢ dién ABCD khi cat béi mat phing (@) di qua
diém A va vuong géc v6i CD. Tinh dién tich thiét dién khi AC = AB=BD =a.

26. Hinh hop ABCD.A’B'C’D’ 1a hinh hop gi néu thoa man mot trong céc dicu
kién sau ?

a) T dién AB'CD’ ¢6 cac canh doi bang nhau ;
b) T dién AB'CD’ c6 céc canh doi vuong goc ;
c¢) Tt dién AB'CD’ 1a ti dién déu.

27. Cho hai tam gidc ACD, BCD nim trén hai mat phang vuéng géc véi nhau
va AC = AD = BC = BD = a, CD = 2x. Goi I, J 1an luot 1a trung diém cua
ABvaCD.

a) Tinh AB, 1J theo a va x.
b) Vé6i gid tri ndo cla x thi hai mat phang (ABC) va (ABD) vuong géc ?

28. Cho tam gidc ABC va mat phang (P). Biét géc gitta mp(P) vd mp(ABC)
12 ¢ (¢ # 90°) ; hinh chi€u ctia tam gidc ABC trén mp(P) 1a tam gidc A'B'C".
Ching minh rang

Sasc'=SaBc - COSQ.
Hudng ddn. Xét hai truong hop :
a) Tam gidc ABC c6 mot canh song song hodc nam trong mp(P) ;

b) Tam gidc ABC khong ¢6 canh nao song song hay nam trong mp(P).

KHOANG CACH

1. Khoang cach tir mot diém dén méot mit phing, dén mét dudng thing

Dé di dén khdi niém khoang céch tir mot diém dén mot mat phang hoic
mot dudng thang, ta xét hinh chiéu vuong géc ctia diém dé trén mat phang
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hoac dudng thang. Trén hinh 125a), ta ¢6 H la hinh chiéu clia M trén
mp(P) va trén hinh 125b), ta ¢6 H 1a hinh chi€u clia M trén dudng thing A.

{M M

LS -

a) b)
Hinh 125

Ta c6 dinh nghia sau :

DINH NGHIA 1
Khodng cdch tir diém M dén mdt phdng (P) (hodc dén duong
thdng A) la khodng cdch giita hai diém M va H, trong dé H la
hinh chiéu ciia diém M trén mdt phang (P) (hodc trén duong
thing A).

Khoang cach tir diém M dén mat phéng (P) duoc ki hiéu 1a d(M ; (P)).
Khoang céch tir diém M dén dudng thang A duoc ki hiéu 12 d(M ; A).

Trong cdc khodng cdach tir M dén mot diém bdt ki thuéc mdt phdang (P),
khodng cdch nao la nho nhdt ?

Ciing cdu hdi nhu trén néu thay mdt phdng (P) bdi duong thédng A.

2. Khoang cach giira dudng thang va mit phang song song, giira hai
mit phing song song

Cho dudng thing a song song v6i mat phing
(P). VGi hai diém A, B bat ki trén a, hién
nhién ta c6 d(A ; (P)) = d(B ; (P)) (h.126).
Nhu vay, d(A ; (P)) khong phu thudc vao vi
tri chia diém A khi A thay d6i trén a. Tir d6 ta
c6 dinh nghia

PINH NGHIA 2 Hinh 126
“ Khodng cdch giita duong thding
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a va mdt phdng (P) song song vdi a la khodng cdch tix mot diém
nao dé ciia a dén mdt phdng (P).

Ki hiéu khoang cich giita duong thing a va mat phang (P) song song véi
né la d(a ; (P)).

Khi duong thdang a song song véi mdt phdng (P), trong cdc khodng cdch tir mot
diém bt ki ciia a dén mot diém bdt ki cuia (P), khodng cdch nao la nhd nhdt ?

Cho hai mat phang song song (P) va (Q). Khi
dy, dé thay d(A ; (Q)) = d(B ; (Q)) v6i A, B 1a
hai diém bat ki thuoc (P), tic 1a d(A ; (Q))
khong phu thudc vao vi tri cia diém A khi A
thay doi trén (P) (h.127).

T d6 ta c6 dinh nghia Hinh 127

DINH NGHIA 3

| Khodng cdch giita hai mdt phdng song song la khodng cdch
tir mot diém bdt ki ciia mdt phdng nay dén mdt phdng kia.

Ki hiéu khodng c4ch giita hai mat phiang song song (P) va (Q) 1a d((P) ; (Q))
thi d((P) ; (Q)) = d(A ; (Q)) = d(C ; (P)), trong d6 A 12 mot diém nao dé
thuoc (P) va C 1a mot diém nao dé thudc (Q).

Trong cdc khodng cdch giita hai diém bdt ki ldan luot thuéc hai mdt phdng
song song, khodng cdch nao la nho nhdt ?

3. Khoang cach giira hai dudng thang chéo nhau

114

Bai toan
Cho hai duong thdng chéo nhau a va b. Tim duong thdng ¢ cdt cd a va b
dong thoi vuong géc vdi cd a va b.

Gidi

Do a va b chéo nhau nén cé duy nhat
mat phang (Q) chita dudng thang b va
song song véi dudng thang a.

Mat phang (P) di qua a va vuong goc
v6i (Q) cat dudng thang b tai diém J.
Goi ¢ 1a dudng thang di qua J va vuong
gbc v6i (Q) thi ¢ nam trong mp(P), do
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dé ¢ cat a tai diém 1. Khi ay ¢ 12 dudng thang phai tim (h.128).
]

ﬁ Chiing minh tinh duy nhat cGia dudng thdng c trong bai toan trén.

Thuat ngir /
2 . . [
DPuong thang ¢ néi trén goi 1a duong vuong goc ]

chung cia hai duong thang chéo nhau a va b.

Néu dudng vuong goéc chung ciat hai dudng thang -
chéo nhau tai I va J thi doan thang IJ goi 1a doan J :\b
vuong goc chung ciia hai dwong thang d6 (h.129).

Hinh 129
DINH NGHIA 4

Khodng cdch giita hai duong thdng chéo nhau la do dai
doan vuoéng géc chung cia hai dwong thdng do.

Trong cdc khodng cdch giita hai diém bdt ki ldn luot nam trén hai duong
thang chéo nhau, khodng cdch nao la nhd nhdt ?

Néu goi (P) va (Q) la hai mat phang song -
song v6i nhau Ian luot di qua hai duong thing /]g/ /

a va b thi ro rang :
IJ=d(a; (Q))=db; (P))

—d((P): (Q)) (h.130). ~ //
Vaytaco: JN

Hinh 130

Nhan xét

1) Khodng cdch giiia hai duong thang chéo nhau bdng khodng cdch giita mot
trong hai duong thang dé va mdt phdng song song véi né, chita duong thdng
con lai.

2) Khodng fdch giita hai duong thdng chéo nhau bdng khodng cdch giita
hai mdt phdng song song ldn luot chita hai dwong thdng do.
4. M6t sd vi du
Vidul
Cho hinh hop chit nhdt ABCD.A'B'C'D’ ¢c6 AB =a, AD = b, AA’ = c.
a) Tinh khodng cdch tir diém B dén mdt phdang (ACC'A”).
b) Tinh khodng cdch giita hai duong thdng BB’ va AC".
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c¢) Tinh khodng cdch giita hai mdt phdng (AB'C) va (A’C'D) trong trudng
hgpa=b=c.

Gidi (h.131) 4 D
a) Ké BH vuong géc v6i AC, do ,’,:\\ K - 7
BH 1 AA’ B S ’
nén BH 1 (ACC'A"). FER N
Vay d(B : (ACC'A’)) = BH. Ta ¢6 S
BH . AC =BA . BC. K’ D
hay BH = a—b‘ /’I A,-”:"‘V\‘ g
£

b) BB’ va AC’ chéo nhau ma BB’ // (ACC'A")
nén

Hinh 131

ab
Va* + b?
c) Dé thdy mp(AB'C) va mp(A'C’D) song song vGi nhau. Do a = b = ¢ nén
ABCD.A’B'C’D’ 1a hinh lap phuong. Khi d6, goi K va K’ lan lugt 1a tam ctla
hai hinh vuong ABCD va A’B'C’D’ thi mp(KK’D’D) 12 mat phang trung truc
cia A'C". T d6 suy ra mp(KK’'D’D) vuong goc v6i mp(DA'C’). Ke KI
vuong gbc v6i giao tuyén DK’ cha hai mat phang d6 thi KI 1 mp(A'C'D).
Vay khodng céch gifta hai mat phang (AB'C) va (A'C'D) bang KI.

Ta c6 tam gidc KK’'D vuong tai K nén

d(BB’; AC") =d(BB’; (ACC'A") =d(B ; (ACC'A")) =

(NS U S SRR U
KI*>  DK? KK”? (aﬁf a  a*
2
tiic 12 K1=_"‘3/§.

Chd y rang BD’ vuong géc v6i hai mat phang (ACB’), (DA'C’) va di qua
tam G, G’ cua hai tam gidc déu AB'C, DA'C’. Tur d6 suy ra khoang céch can

tim ciing bang GG’ va bang %BD'. O

Vidu 2



29.

30.

31.

Cho hinh chép S.ABCD cé6 day la hinh vuéng canh a, SA L (ABCD) va
SA = a. Tinh khodng cdch giita hai duong thdng

a) SBva AD ; b) BD va SC.

Gidi (h.132)

a) Ta c6 AD L (SBA), ké AH vuong gbéc véi

SB thi AH la duong vuong géc chung cua SB
va AD. Vay

d(AD ; SB) = AH.

Vi AH la duong cao ctia tam gidc vuong can
SAB nén

A= Y2,
2
Tedé  d(AD:;SB) = a22_ Hinh 132

b) Ta c6 BD vuong géc v6i mp(SAC) tai tam O cua hinh vuong ABCD.
Trong mp(SAC), ké OK vudng géc v6i SC thi OK la dudong vuong goc
chung cua BD va SC. Dé thay d(BD ; SC) = OK = %A[ (Al 1a duong cao
cta tam giac vuong SAC). Ta c6

1 1 1

= +
A7 AS? AC? 4 24

ax/g aN6
3

, twdé d(BD ; SC) = p

nén Al =

Cau héi va bai tép
Cho tt dién ABCD c6 AC = BC = AD = BD = a, AB =c¢, CD = ¢'. Tinh
khoang cich gifta hai dudng thang AB va CD.
Cho hinh lang tru ABC.A’B'C’ ¢6 tét ca cac canh déu bang a. G6c tao boi
canh bén va mat phing diy bing 30°. Hinh chiéu H cla diém A trén mat
phang (A’B’C’) thudc dudng thang B'C".
a) Tinh khodng c4ch giita hai mat phang day.
b) Chiing minh ring hai duong thing AA’ va B'C’ vuong géc, tinh khoang
cach gitra chiing.
Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D’ ¢6é canh bang a. Tinh khoang cach
gifta hai duong thang BC’ va CD".
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32.

33.

34.

35.

Cho hinh hop chit nhat ABCD.A'B'C'D’ c6 AB=AA"=a, AC' = 2a.

a) Tinh khoang céch tir diém D dén mat phang (ACD").

b) Tim dudng vuong géc chung clia cdc dudng thiang AC’ va CD’. Tinh
khoang cich gifta hai dudng thang ay.

Cho hinh hop thoi ABCD.A'‘B'C'D’ c¢6 céc canh déu bing a va
BAD = BAA’ = DAA’ = 60°. Tinh khoing cdch giita hai mat phing ddy
(ABCD) va (A'B'C’'D’).

Cho hinh chop S.ABCD c¢6 day la hinh chit nhat va AB = 2a, BC = a. Cac
canh bén ctia hinh chép bing nhau va bing av/2.

a) Tinh khodng cdch tir S dén mat phang ddy (ABCD).

b) Goi E va F lan lugt 12 trung diém ctia cac canh AB va CD ; K 1a diém bat
ki thuoc duong thang AD. Chiing minh rang khoang céch giita hai duong
thang EF va SK khong phu thudc vao K, hiy tinh khoang c4ch dé theo a.
Cho ti dién ABCD. Ching minh rang néu AC = BD, AD = BC thi dudng
vuong goéc chung clia AB va CD 1a duong thing ndi trung diém clia AB va
CD. Diéu nguoc lai c6 dung khong ?

ON TAP CHUONG III

| - Tém tat nhitng ki€n thirc can nhé

1.
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binh nghia vecto va cac phép toan vecto trong khong gian ciing giéng nhu
trong mat phiang. Ngoai ra :

a) Ba vecto goi 12 dong phang khi cdc gid clia ching cing song song véi
mot mat phang.

b) Diéu kién can va di dé ba vecto @, b, ¢ déng phéng 1a c6 ba s6 m, n, p
khong déng thoi bang 0 sao cho md + nb + pé = 0.

¢) Néu ba vecto @, b, ¢ khong dong phing thi méi vecto d déu c6 thé
viét dudi dang d =mid +nb + pC, VGi cac s6 m, n, p duy nhat.

Hai duong thang goi 12 vuong géc v6i nhau néu géc gitta ching bang 90°.
— Mot duong thing goi 12 vuong géc v6i mot mat phang néu né vuong goc
v6i moi dudng thang trong mat phang do.

— Pudng thang a vuong goéc v6i mp(P) khi va chi khi a vuong géc véi hai
duong thang cét nhau cing nim trong (P).



— DPinh 1i ba dudng vuong géc : Pudng thang b ndm trén mp(P) vuong goc
v6i dudng thing a (a khong vuong géc véi (P)) khi va chi khi né vuong
gbc va6i hinh chi€u (vuéng goéc) cua a trén (P).

— Géc gilta duong thing vA mat phang 1a géc giita dudng thang va hinh
chiéu ctia dudng thing dé trén mat phang (néu hinh chiéu d6 1a mot diém
thi xem goc gifta duong thang va mat phang bang 90°).

— Géc gifta hai mat phang 12 goc gita hai duong thang 1an luot vuong géc
v6i hai mat phang dé.

— Hai mat phang goi 12 vuong géc v6i nhau néu géc giita ching bang 90°.
— Diéu kién cin va du dé hai mat phang vuong géc véi nhau 12 mat phang
nay chita duong thang vuong géc v6i mat phang kia.

— Khoang céch tir mot diém dén mot mat phang (dudng thang) 13 khoing
céch tr diém d6 dén hinh chi€u clia né trén mat phang (dudng thang).

— Khoang cach giita duong thang a va mat phang (P) song song véi a 1a
khoang cich tir mot diém nao d6 clia a dén mat phang (P).

— Khoang cich giita hai mat phang song song 13 khoang cich tir mot diém
bat ki ctia mat phang nay dén mat phang kia.

— Khodng cach gitta hai dudng thang chéo nhau a va b 1a do dai ctia doan
vuong goéc chung 1J, trong d6 I, J 1a cac giao diém ctia dudng vuong goc
chung clia a va b v6i a va b.

— Khoang cdch gita hai dudng thang chéo nhau bing khoing céch giita
mot trong hai dudong thang d6 va mat phang song song véi né, chita dudng
thang con lai.

— Khodng cich gitta hai dudng thing chéo nhau bing khoing cach giita hai
mat phing song song 1an lugt chita hai dudng thang do.

— Mat phing di qua trung diém O clia doan thing AB va vuong géc v6i AB
goi 12 mat phéng trung truc clia AB.

— Mat phang trung truc cia mot doan thang 13 tap hop cdc diém cach déu
hai ddu miit ctia doan thiang do.

— Tap hop céc diém céch déu ba dinh clia tam gidc ABC 1a duong thang
vuong goéc véi mat phang (ABC) va di qua tam dudng tron ngoai tiép tam
gidc ABC. Puong thang dé duoc goi 1a truc ciia tam gidc ABC.

Il - Cau héi tu kiém tra

1.

Cho tit dién ABCD. Goi G la trong tam cua ti dién va A’ 1a trong tam tam
gidc BCD. Cic khang dinh sau ding hay sai ?
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_— = —— —

a) GA+GB+GC +GD =0 ;

b) MA + MB + MC + MD = 4MG véi M 1a mot diém tuy ¥ ;

¢) GA = —%H

d) AB + AC + AD = 3AA" .

Trong khong gian, hay néu céch chiing minh :

a) Puong thing vuong goc v6i dudng thang ;

b) Puong thang vuodng géc v6i mat phang ;

c) Hai mat phéng vuong géc véi nhau.

Hay néu céch tinh :

a) Khoang cach tir mot diém dén mot duong thang ;
b) Khoang cich tir mot diém dén mot mat phang ;
c) Khoang céch giita mot dudng thang va mot mat phiang song song véi né ;
d) Khoang cich giita hai mat phang song song ;

e) Khoang céch giita hai duong thing chéo nhau.

Bai tap

Td dien OABC ¢6 OA = OB = OC = a va AOB = AOC = 60°, BOC = 90°.
a) Ching t0 ring ABC la tam gidc vuong va OA | BC.

b) Tim duong vuong goéc chung IJ ciia OA va BC ; tinh khoang céach gitta

hai duong thang OA va BC.

¢) Ching minh ring hai mat phang (ABC) va (OBC) vuong géc v6i nhau.
Cho hinh chép S.ABC ¢6 SA = SB = SC = a, ASB =120°, BSC = 60°,
CSA = 90°,

a) Chiing t6 ring ABC 1a tam gidc vuong.

b) Tinh khodng c4ch tlr S dén mat phang (ABC).

Cho hinh chép S.ABCD c6 day 1a hinh vuong canh a, SA L (ABCD). Hai diém
M va N lan lugt thay déi trén hai canh CB va CD, dat CM = x, CN = y. Tim
hé thic lién hé gitta x va y dé :

a) Hai mat phang (SAM) va (SAN) tao v6i nhau géc 45° ;

b) Hai mat phang (SAM) va (SMN) vuodng géc v6i nhau.

Tam gidc ABC vuong c6 canh huyén BC nam trong mp(P), canh AB va AC
lan lugt tao v6i mp(P) cac géc f va y. Goi « la goc tao bdi mp(P) va
mp(ABC). Chiing minh ring sin’e = sin’f + sin’y.



Cho tt dién OABC c6 OA, OB, OC do6i mot vuong gbc v6i nhau va OA = a,

OB = b, OC = ¢. Goi H 1a hinh chiéu ctia O trén mat phing (ABC). Tinh

dién tich cdc tam gidc HAB, HBC va HCA.

Cho hinh lang tru ding ABC.A'B'C’" c6 day ABC la tam gidc vuong tai

dinh C, CA = a, CB = b ; mit bén ABB’A’ 1a hinh vuong. Goi (P) 1a mat

phang di qua C va vuong géc v6i AB'.

a) Xdc dinh thiét dién cta hinh ldng tru da cho khi cat boi (P). Thiét dién

1a hinh gi ?

b) Tinh dién tich thi€t dién ndi trén.

Mot ti dién dugc goi 1a gan déu néu cac canh d6i bang nhau timg doi mot.

Vé6i t& dién ABCD, ching to cédc tinh chat sau la tuong duong :

a) Ta dién ABCD 1a gan déu ;

b) Cic doan thing noi trung diém cip canh doi dién doi mot vuong géc

vOi nhau ;

c) Cic trong tuyén (doan thing noi dinh véi trong tam mat doi dién)

béang nhau ;

d) Téng céc gbéc tai moi dinh biang 180°.

Cho tit dién ABCD. Cit ti dién do theo cac canh AB, AC, AD va trai cic

mit ABC, ACD, ADB 1én mat phang (BCD) (xem hinh 133). Hinh phang

gém cdc tam gidc BCD, A;BC, A,CD, A3BD goi la hinh khai trién cla

ttt dien ABCD trén mat phang (BCD).
A

A
A A

b)
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Hinh 133
a) Ching to hinh khai trién ca t¢ dién gan déu ABCD trén mp(BCD) 1am
thanh mdt tam gidc nhon.
b) Dung bia cting cit va ddn dé c6 mot tit dién gan déu.

Cac cau hoi trac nghiém
Cho hinh t¢ dién ABCD ¢6 trong tam G. Ménh dé nao sau day 1a sai ?

(A)%zi(ﬁ+@+%+07§); (B) GA+GB+GC +GD =0

(Cm%(@mn@); (D)E=i(ﬁ3+ﬁ+@).

Ménh dé nao sau day la dding ?

(A) Hai duong thang cling vudng géc v6i mot dudng thang thi song song
vOi nhau ;

(B) Hai dudng thang cuing vuong goéc véi mot dudng thiang thi vuong goc
v6i nhau ;

(C) Mot duong thing vuong géc véi mot trong hai dudng thang song song
thi vuong géc vé6i duong thang kia ;

(D) Mot dudng thing vuong géc véi mot trong hai duong thang vuong géc
v6i nhau thi song song v6i dudng thing con lai.

Cho hai dudng thing phan biét @, b va mat phang (P), trong d6 a L (P).
Ménh d¢€ nao sau day la sai ?

(A)Neub//(P)thib La; (B)yNéub L (P)thib//a;
(C)Néub //athi b L(P); (D) Néu b L athib//(P).

Tim ménh dé ding trong cic ménh dé sau :

(A) Hai dudng thang cling vudng géc véi mot mat phang thi song song ;
(B) Hai duong thang phan biét cling vuong géc v6i mot dudng thang thi
song song ;



(C) Hai mat phang phan biét cing vuong géc véi mot dudng thang thi
song song ;

(D) Hai mat phang phan biét cuing vuong goéc v6i mot mat phang thi
song song.

Ménh dé nao sau day la ding ?

(A) Hai mat phang vuong géc v6i nhau thi moi dudng thang nim trong mat
phang nay sé& vuong géc v6i mat phing kia ;

(B) Hai mat phang phan biét cing vuong géc véi mot mat phang thi
vudng géc véi nhau ;

(C) Hai mat phang phan biét cling vudng géc v6i mot mat phang thi
song song v&i nhau ;

(D) Ba ménh dé trén déu sai.

Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?

(A) C6 duy nhat mot duong thang di qua mot diém cho truée va vuong géc
v6i mot duong thang cho trude ;

(B) C6 duy nhat mot mat phang di qua mot dudng thang cho trudc va
vuong goéc véi mot mat phing cho trude ;

(C) C6 duy nhat mot mat phang di qua mot diém cho truée va vuong géc
v6i mot mat phang cho truée ;

(D) C6 duy nhit mot mat phang di qua mot diém cho truéc va vuong géc
v6i mot duong thang cho trudc.

Tim ménh dé ding trong cdc ménh dé sau :

(A) Néu hinh hop c6 hai mat 1a hinh chi nhat thi n6 1a hinh hop chit nhat ;
(B) N&u hinh hop c¢6 ba mat l1a hinh chit nhat thi né 1a hinh hop chi nhat ;
(C) Néu hinh hop c6 bon mat 1a hinh chit nhat thi n6 1a hinh hop chit nhat ;
(D) Néu hinh hop c6 nam mat 1a hinh chit nhat thi né 1a hinh hop chit nhat.

Trong cadc ménh dé sau, ménh d¢ nao ding ?

(A) Néu hinh hop c6 hai mat 1a hinh vuong thi n6 1a hinh 1ap phuong ;

(B) Néu hinh hop c6 ba mat chung mot dinh 1a hinh vuong thi né 1a hinh
lap phuong ;

(C) Néu hinh hop ¢6 sdu mat bang nhau thi n6 12 hinh 1ap phuong ;

(D) Néu hinh hop c6 bon dudng chéo bing nhau thi né 1a hinh lap phuong.
Cho hinh chép S.ABC c6 déy 1a tam gidc déu. Tim ménh dé ding trong cic
ménh dé sau :

(A) S.ABC 1a hinh chép déu néu ciac mat bén ctia né 1a tam gidc can ;
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(B) S.ABC 1a hinh chép déu néu cdc mit bén cua né 1a tam gidc can véi dinh S ;
(C) S.ABC 1a hinh chép déu néu goc giita cdc mit phang chita cdc mat bén
va mit phang chita ddy bing nhau ;

(D) S.ABC 1a hinh chép déu néu cdc mat bén c6 dién tich bang nhau.

Tim ménh dé ding trong cic ménh dé sau :

(A) Puong vuong géc chung clia hai dudng thang chéo nhau thi nim trong
mit phiang chita dudng thang nay va vuong géc v6i dudng thang kia ;

(B) Puong vuong géc chung clia hai dudng thang chéo nhau thi vuong goc
v6i mat phang chita dudong thang nay va song song véi dudng thang kia ;
(C) Mot duong thang 1a dudng vuong géc chung ctia hai dudng thang chéo
nhau néu né vuong géc v6i ca hai duong thang dé ;

(D) Cac ménh dé trén déu sai.

Hinh t&t dién ABCD c6 AB, AC, AD doi mot vuong goc va AB = AC = AD = 3.
Dién tich tam gidc BCD bang

3 2

(A) —— B) — (© 27, (D) 22—7

Hinh hop ABCD.A'B'C'D’ ¢6 AB = AA’= AD = a va A’AB = A’AD = BAD = 60°,
Khi d6, khoang cach gifta cic dudong thing chita cdc canh déi dién cla td
dién A’ABD bing :

\/_ \/_ ©) a2 ;

® Y2 (D) 4

BAI TAP ON CUOI NAM

Cho tam gidc ABC va céc diém M, N, P 1an luot 1a trung diém ctia cdc canh
BC, CA, AB.

a) Xét bon tam gidac APN, PBM, NMC, MNP. Tim phép doi hinh bién tam
giac APN lan luot thanh mot trong ba tam giac con lai.

b) Phép vi tu nao bién tam gidc ABC thanh tam gidc MNP ?

c) Xét tam gidc c6 ba dinh 1a truc tdm ctia ba tam gidc APN, PBM va
NCM. Ching t6 rang tam gidc d6 bang tam gidc APN. Chiing minh diéu d6
cling ding néu thay truc tdm bang trong tdm, hoic tdm duong tron ngoai
tiép, hodc tdm duong tron noi tiép.



Cho tit gidc ABCD noi ti€p duong tron (0). Goi M, N, P, Q lan luot 1a
trung diém cua cdc canh AB, BC, CD va DA. Ké MM’, NN’, PP’, QQ’ lan
luot vuong géc v6i CD, DA, AB, BC.

a) Goi I 1a giao diém cta MP va NQ. Phép d6i xding tam B; bién cic
duong thang MM’, NN’, PP’, QQ’ thanh nhitng dudng thing nao ?

b) Chiing t6 ring bon dudng thing MM’, NN’, PP’, QQ’ déng quy tai mot
diém. Nhan xét gi vé vi tri diém dong quy va hai diém I, O ?

Cho tam gidc ABC va hai hinh vuong ABMN, ACPQ nhu hinh 134.
a) Xac dinh phép quay bién tam gidc ABQ thanh tam gidc ANC.
Q

Hinh 134

b) Chiing t6 ring hai doan thang BQ, CN bing nhau va vuodng géc véi nhau.
¢) Goi O, O’ Ia tam cla cdc hinh vuong, I 1a trung diém cta BC. Ching
minh rdng tam gidc O/O0’ 1a tam gidc vudng can.
Cho tit dién ABCD. Goi M, N lan luot 1a trung diém cta BC va BD ; P 1a
mot diém thay déi trén doan thang AD.
a) Xdc dinh giao diém Q cua mp(MNP) va canh AC. Td gidc MNPQ 1a
hinh gi ?
b) Tim quy tich giao diém I cia QM va PN.
¢) Tim quy tich giao diém J cia QN va PM.
Cho hinh hop ABCD.A’B’C'D’. Piém M nam giita A va D, diém N nim giita
C va C’sao cho —AM = CN .

NC’
a) Chitng minh ring duong thang MN song song v6i mp(ACB).
b) Xéc dinh thiét dién ctia hinh hop khi cat b&i mat phang di qua MN va
song song v6i mp(ACB’).
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Cho ba tia Ox, Oy, Oz khong dong phang. Ching minh rang cdc tia phan
gidc ngoai clia cdc géc xOy, yOz va zOx dong phang.

Cho hinh chép S.ABC. Goi K va N lan luot 1a trung diém cta SA va BC ;
M 1a diém nam giita S va C.

a) Chitng minh ring mat phing di qua K, song song véi AB va SC thi di qua
diém N.

b) Xéc dinh thiét dién cua hinh chép S.ABC khi ciat boi mp(KMN).
Ching t6 rang KN chia thiét dién thanh hai phan c6 dién tich bang nhau.
Cho hinh chép ti gidc déu S.ABCD c6 canh ddy bang a va canh bén
bing av/2.

a) Tinh khoang céach tit S dén mp(ABCD).

b) Tinh khoang céch giita dudng thang AB va mp(SCD).

c) Tinh khoang cdch gifta hai dudong thang AB va SC.

d) Goi (P) 1a mat phang di qua A va vuong géc véi SC. Hay xdc dinh thiét
dién cta hinh chép khi cét boi (P). Tinh dién tich thiét dién.

e) Tinh géc giita duong thing AB va mp(P).

Cho tam gidc ABC vuong tai A, AB = a, BC = 2a. Hai tia Bx va Cy cung
vuong goc véi mp(ABC) va nam vé mot phia d6i v6i mat phang d6. Trén
Bx, Cy lan luot 14y cac diém B’, C’ sao cho BB’ = a, CC’ = m.

a) V6i gia tri nao cua m thi AB'C’ 1a tam gidc vuong ?

b) Khi tam gidc AB'C’ vuong tai B’, ké AH | BC. Ching minh ring B'C'H
1a tam gidc vuong. Tinh géc gitta hai mat phang (ABC) va (AB'C”).



HUGNG DAN GIAI - PAP SO

Chuong |

1. d tring d’ khi d song song véi gia clia i.
d song song voéi d’ khi d khong song song
v6i gid cla i.
d khong bao gio cat d”.

2. L4y hai diém A va A’ 1an luot nim trén a

va a’. Phép tinh tién theo vecto AA’ bién
a thanh a’.

4. Quy tich M’ 1a anh cta duong tron (O) qua
phép tinh tién theo vecto AB.

5.0) d=d' = J(x, — x2)2 + (3 — )2

¢) F 1a phép doi hinh.
d) Khi ¢ = 0, F 1a phép tinh tién theo
vecto u(a ; b).
6. F; 1a phép doi hinh.
7.a) Khid// a.
b) Khi d L a hoac d trung véi a.
¢) Khi d cét @ nhung khong vuong géc véi a.
Khi d6, giao diém clia d va d’ ndm trén a.
d) Khi géc giita d va a bing 45°.
8. Anh cla (‘¢)) 1a dudng tron (€'))
¥ +y2 +4x+5y+1=0.
Anh ctia (¢,) chinh 12 (6,).

9. Goi X 1a diém doi xding v6i A qua Ox, Y 1a
diém d6i xing v6i A qua Oy. Doan thing
XY cat Ox, Oy lan luot tai B va C. Tam
gidc ABC c6 chu vi nho nhit.

11. b) Chu y ring n€u ham s6 y = f(x) chdn
thi f(—x) = f(x).

13. Dung phép quay tam O véi géc quay 90° thi
G bién thanh G".

16. a) Giao diém clia hai duong thang d6.

b) Nhiing diém céch déu hai dudng thing dé.

¢) Trung diém doan thing néi tam hai
dudng tron.

d) Trung diém ciia doan thang ndi hai tiéu
diém ctia elip.

e) Trung diém ctia doan thang ndi hai tieu
diém ciia hypebol.

19. Phuong trinh cua A' 1a :
ax + by + ¢ —2(axy + byg+ ¢) =0.
21. ¢) C6 thé khong bang nhau.
23. Hay ching minh hai tam gidc 0;0,0; va
I,1,1; bang nhau.
24. Puong thing di qua hai tam clia hai hinh
binh hanh.

28. Dung phép vi tu tam A, ti s6 2 dé bién
diém M thanh diém N.

29. Dung phép vi tu tm / bi€n M thanh N.

30. Puong thang BC di qua tam vi tu ngoai
cua (0) va (0.

On tap chuong I

1. Duing phép déi xiing qua dudng thing d.

2. Tam d6i xing 1a giao diém clia hai truc d6i
xung.

3. Ldy diém A’ sao cho AA’ = PQ.

5. M va Mj; doi xting véi nhau qua diém /,
trong d6 ABCI 1a hinh binh hanh.

6. F 1a phép tinh tié€n khi £ = 1 va 1a phép vi
tu khi k= 1.

9. Hay tim quy tich trung diém cta BC, tr d6
suy ra quy tich G.

Cac cau hoi trac nghiém chuong I

1.(D);2.(B);3.(C);4.(D);5.(B);6.(B) 3

7.(D):8.(D);9.(D); 10. (A): 11. (C) ; 12. (O).

Chuong Il

9. Su dung phuong phap phan ching.

10. Hay ching minh giao tuyén cta hai mat
phang (M, a), (M, b) nim trén mp(O, ¢).
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11. a) Hiy chiing minh giao diém I cia CM
va SO la giao diém clia mp(CMN) véi SO.
b) St dung két qua cau a).

16. Goi N 1a giao diém ctia SM va CD ; O 1a
giao diém cta AC va BN.

a) mp(SBM) N mp(SAC) = SO ;

b) Giao diém ctia BM v6i mp(SAC) 1a giao
diém cua BM véi SO ;

¢) St dung két qua cau b).

19. a), b) : Sir dung dinh Ii vé giao tuyén clia
ba mit phéng.

21. Goi I 1a giao diém ctia RQ vé6i BD. Hay
ching minh S 1a trong tam tam gidc ABI.

22. a) Goi P, Q lan luot 12 trung diém ctia AB
va CD ; A’ 1a giao diém clia AG véi BQ. Ké
PP’ [| AA" (P’ € BQ). Hay ching minh A" la
trong tam tam gidc BCD. Tur d6 suy ra b).

27. Thiét dién 1a hinh thang c6 hai canh day
song song véi AB.

28. Thiét dién la mot ngii gidc c6 mot canh
song song v6i BD va c6 hai canh song
song v4i SA.

35. Goi My, N, la hai diém c6 dinh lan luot
nam trén (P) va (Q) ; I, 1a diém thuoc

1M,
doan MyN, sao cho 070 g, Tap hop
ToNo
cdc diém I 12 mat phang (R) qua I, dong
thoi song song véi ca (P) va (Q).

37.b), ¢) Xét mat phing (ACC'A").

38. Sir dung tinh chat : Téng binh phuong cdc
dudng chéo clia mot hinh binh hanh bang
téng binh phuong céc canh.

42. Hay ching minh cdc trung tuyén cla tam
gidc A’B'C’ 1a hinh chi€u cla cic trung
tuyén cta tam gidc ABC.

47. Thuc hién phép chi€u song song lén
mp(ABCD) theo phuong BC;. Goi B la
hinh chi€u cia B;. Khi d6 J la giao diém
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cua DB’} v6i AC. Trong mp(B|B’|D), ké JI
ID 1

song song voi B B; (I € B;D). — = —.
g song 1By ( g 72

On tap chuong I1

3. Céc hinh a), b), d), 1), g), h).

4. a) Hay chiing minh DM va EN cit nhau tai
trung diém I clia AB.

b) Hay ching minh M;N; // DF.
c¢) St dung a) va b).

5. b) St dung phép chi€u song song lén
mp(A;B,C;) theo phuong AA,.
¢) Goi L, L’ 1an luot 1a trung diém cla AG,
A'G’ va L; la giao diém cta LL' v6i A/G,.
St dung tinh chat duong trung binh cua
hinh thang dé suy ra diéu phai chitng minh.

7. St dung dinh Ii Ta-1ét ddo.

8. a) Goi M,, N, lan lugt 12 hai diém c6
dinh thuoc cidc tia Ax va By sao cho
AM,
BN,
song v6i mat phing c6 dinh chiia MyN,

= k. Hay ching minh MN song

va song song vGi AB.
b) Goi O 1a diém thudc doan AB sao cho
OA

—— =k ; Ox’, Oy’ 14an lugt 1a cédc tia song
OB

song v6i Ax va By. Tap hop cdc diém I 12 tia
phan giac Ot ctia goc x'Oy’.
Cac cau hoi trac nghiém chuong I1

1.(B);2.(B);3.(B);4.(D); 5. (C); 6. (A);
7.(B);8.(B);9.(C);10.(C); 11. (D) ; 12. (A).

Chuong lll

1. a), b) : Co.
2. b) Hé thuc
S7X+§+f+$?=4@

_— —— —— ——

< OA+O0B+0C +0D =0



& 2(0M +ON) =0 (M va N lan lugt 1a
trung diém cta AC va BD). Tu dé
O=M=N.

3.Dit AA'=d, AB=b, AC =¢. Tinh GI

va CG' theo @, b, ¢, tit d6 suy ra diéu
phai chiing minh.

- —_—

4., Datﬁzd,A_D':b,AA':Zvéchl’mg
minh GG = é(sa ~3).
5.b) Tit OM = xOA+yOB+:0C véi

x+y+z=1,suyrax=1—-y—z trdé di
dén m:yﬁ+zﬁ.

6. St dung két qua bai tap 5.

o

. a) Chiing minh bing phan ching.
b) Gia sir ba vecto a, b, ¢ cung vudng

gbc v6i ii. Néu @, b khong ciing phuong

-
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=
u
Sl

ii khong dong phéang, tir d6

— PR - >
nA=bn=cn=0

1

-

"=xd+yb+zi. Tu

a
Ql

raz=0.
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9. Viét BC.SA = (SC — SB).SA va sit dung
SA =SB =SC, ASB = ASC.
10. AB.AC = AC.AD < AC.(AB - AD) =0
< AC.DB =0 < AC 1 DB.
11.b) C6 IJ = %(E + BC). Tinh AB.IJ va
CD.IJ.
13. a) bing ; b), ¢) Sai.
16. Chiing minh ABD = ACD = 90°.
17. a) Ching minh :
BC? < AB® + AC?,
AC2 <AB* + BCZ,
AB? < AC? + BC?.
b) Dung dinh 1{ ba dudng vuong goc.

¢) St dung cong thiic tinh dudng cao ting
véi canh huyén trong tam gidc vuong.

19. a) Ké SH L mp(ABC). Do SA = SB = SC
vd ABC la tam gidc déu nén H tring véi
trong tam G cia tam gidc ABC.

b) K& AC, LSC thi (P) chinh Ia
mp(ABC). Vi SAC la tam gidc can, ma
AC, L SC nén C; nam gifta S va C khi va
chi khi ASC < 90° hay a? < 252
S _ a*\3b? - d?
ABC, T T T

20.b) i) < iii) : AB> + CD? = AC? + BD?
< AB +(AD - AC)Y = AC +(AD - AB)
< AD.CB = 0. Tuong tu ta c6 dpem.

¢) Ching minh ba dudng cao cua td dién
doi mot ciat nhau va khong clng nim
trong mot mat phang.

21. a), b), ¢), f) : Sai.
d), e), g) : bung.
22, Str dung
AC? + AC* + BD'? + BD?
= 4(a® + b +?)
dé di dén AC'=A'C =BD’' = B'D.
23. a) Chiing minh AC’ L BD va AC’ L BA".
a2

b) Canh cua thiét dién bing -

Dién tich thiét dién bing %&

24. Goi O la giao diém cua AC va BD. Ké
00, L SC thi SC L mp(BO,D). Hay
chiing minh B/017) > 90° va quy bai toan
vé xdc dinh x dé BO,D = 120°.
Pipsd:x=a.

25. Goi I 1a trung diém cua BC. Ké IJ L CD
thi thié€t dién 1a tam gidc vuong AlJ.

NG

All = 12
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26. a) Hinh hop chit nhat.
b) Hinh hop thoi.
c¢) Hinh lap phuong.

27.a) AB = \2(a* — x?), (@>x>0);
I = %\/2(63 - x%).
b) x = #

28. b) Bing cédch xét mp(P) di qua A sao cho
B, C nam vé cing mot phia déi véi (P),
sau d6 goi D la giao diém cla (P) véi
dudng thing BC va st dung két qui clia
cau a) dé di dén diéu phai chitng minh.

29. Goi I va J lan luot 1a trung diém cla AB,
CDthilJ 1L AB,1J L CD. Khi d6

i :%\/4612 —(c2 +c' ) Vi da® > ¢* + 2.

30.a) AH =2
2

b) Ké duong cao HK cua tam gidc vuong
AHA’ thi HK la dudng vuong géc chung

f

cua AA’va B'C’. Tinh duoc HK = a

31. i
3
32. a) Xét DACD’ 1a t& dién c6 DA, DC, DD’
doi mot vuong gdc ; tir do tinh duogc
a\10
5

d(D ; (ACD")) =

b) Ching minh AC’ L. CD’. budng vuong géc
chung ctia AC" va CD’ 1a IJ, & d6 I 1a trung
diém cta CD’ va J la chan dudng vuong géc

ké tir I xuong AC". Ta tinh duoc IJ = %

33. Chitng minh A’ABD 1a t& dién déu va suy

a6

ra khoang cach phai tinh la 5

A

34, )SH—“
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b) d(EF ; SK) = d(H ; (SAD)) = HJ (HJ 1a
dudng cao cla tam gidc vuong SHI véi 1

a21
7

1a trung diém cta AD) va HJ =

35. a) Goi 7 1a trung diém cta AB, J 12 trung
diém cta CD. Sit dung tinh chat : Trong
tam gidc can thi duong trung tuyén v€ tir
dinh ciing 1a dudng cao cta tam giac.

CcD?

b) Tt AC? + AD*> = 2AJ% + -

2
BC? + BD? = 28s2 + E2
suy ra AC*> + AD® = BC? + BD”.

He thitc CB? + CA% = DB? + DA? ciing
dugc suy ra tuong tu nhu trén va tir d6 di
dén diéu phéi ching minh.

On tap chuong IIT
2. a) AC=aV2, BC = a, AB=av3 nén
tam gidc ABC vuong tai C.
a
b) =
) 2
3. a) 2d° + xy =2a(x + y).
b) ay = x(a — x).
4. f=ABA', y = ACA, a = AHA" (AA’ L (P),
AH 1 BC) va dung cong thic
1 1 1

A’ AR ACE
5. Syup = a’b’ :
2\/a2b2 + b2+ d?
Supc = v ;
2\/a2b2 D22 + P>
22

SHca = .
2\/a2b2 + b2 + Pd?
6. a) Thiét dién la tam gidc vuong CHK, & d6
CH 1 AB, HK 1 AB'.



a3b\/5

b) SHCK = 5 5
2(a® +b?)

7. a) < d) * St dung tinh chat bang nhau cua

hai tam gidc va téng cdc géc trong cla
mot tam gidc bang 180°.

e Trai cdac mat ABC, ACD, ADB lén
mp(BCD) va khiang dinh hinh khai trién
cua ti dién ABCD trén mp(BCD) la tam
gidc nhan BC, CD, DB la ba dudng trung
binh clia tam gidc d6 va tir d6 suy ra diéu
phai chiing minh.

. a) SH =

Skmn = Spkn
< OM =OP (O =MP N KN)

© dM ; (@) = d(P ; (@) ((¢) 1a mat phing
qua K, song song v6i AB va SC), va do

dM ; () = d(S ; (@),
d(P ; (@) =d(A ; (),
dS; () =dA; (),
nén suy ra két luan cia bai todn.
a6
5

T T ooy ey - 202
gidc A1A,A5 trong d6 BC, CD, DB 1a ba
dudong trung binh cla tam gidc nay.
Chiéng minh t¢ dién AA|A,A; cb6 AA4,

(E 1a trung diém clia AB).

¢) d(AB ; SC) = d(AB ; (SCD)) = a2

AA,, AA5 doi mot vuong goc, tir d6 suy ra

,\ R . d) Thiét dién 1a AB;CD, trong d6 C; la
diéu phai chiing minh.

trung diém cua SC, B{D, // BD, BD; di

Cac cau hoi trac nghiém chuong 111 qua giao diém cta AC; va SH.

1.(0);2.(0);3.(D);4.(C); 5. (D) ; 6. (D) ; 23
7.(D) ;8 (B): 9. (B); 10. (B) ; 11. (A) ; Sac,p, = 3
12. (A).

e) K& HI // SC, 14y diém J sao cho BHIJ 1a

&n tap cudi nam hinh binh hanh. Khi d6 BJ L (P) nén BAJ

la gbc gitta AB va (P).
1
1. b) Phép vi tu tam G, ti s6 k=—— (G 1a o 5
2 sin BAJ = V2
trong tam cla tam gidc ABC). 4
2. a) Phép d6i xing tam D, bién : duong 9.a)m=2a;m=0.
thing MM’ thanh dudng thing PO, dudng 5 5
Sa 25a

thing NN’ thanh dudng thing QO, dudng
thing PP’ thanh dudng thing MO, dudng
thing QQ’ thanh dudng thing NO.

b) Chiing t6 B'H? = o CH? = =

B'C? =54°, tr d6 B'C'H la tam gidc
3. a) Phép quay tam A, géc quay ¢ = —90°. vuong tai B’.

5. a) Sit dung dinh 1f Ta-1ét d4o. Tuh¢ thic Sp;c = Sacr-cosg (v6illa giao

7. b) Truong hgp M khong 13 trung diém diem cta B'C” va BC, ¢ la goc gilta mp(ABC)

cua SC thi thi€t dién 1a MKPN, trong d6 VA mp(AB'CY)), ta ¢6 cos g = \/%
P=0ONnNAB,Q=MKnAC. Do 10

131



BANG THUAT NGU

A

Anh cta mot diém (4, 69)

Anh ctia mot hinh (5, 69)
B

Biéu thuc toa do (6,11, 16)

Bong tuyét Von Kac (38)
c

Cac tinh chat thua nhan (42)
b

Binh li ba duong vuéng gdc (100)

Dinh Ii Ta-lét dao

(

Dinh li Ta-lét trong khong gian (63)
Dinh i vé giao tuyén clia ba mat phang (53)
Dong phang cua cac diém (43)
Péng phang ctia cac vecto (87)
Péng phang cua hai duong théng (52)
Budng thang song song véi mét phang (56)
Puong thang vuéng goc voi mat phang (96)
Buong Von Koc (37)
Puong vuéng goc chung clia hai dudng thang

chéo nhau (115)

G
Giao tuyén cla hai mat phang (43)
Goc gitia duong thang va mat phang (101)
Goc gilia hai dudng thang (92)
Goc giira hai mat phang (104)
Géc quay (14)
H

Hai duong thang chéo nhau (52)
Hai duong thang song song (52)
Hai dudng thang vuong goc (93)
Hai mat phang cat nhau (43)
Hai mat phéng song song (60)
Hai mat phang vuéng goc (1086)
Hinh bang nhau (20)
Hinh biéu dién (41, 71)
Hinh chiéu song song (69)
Hinh chop (46)
Hinh chép cut (66)
Hinh chop cut déu (110)
Hinh chop déu (109)
Hinh dong dang (31)
Hinh hoc frac-tan (37)
Hinh hoc khéng gian (40)
Hinh hoc L6-ba-sép-xki (82)
Hinh hop (65)
Hinh hdp chi nhat (108)
Hinh hép ding (108)
Hinh hép thoi (94)
Hinh khai trién cla ta dién (121)
Hinh lang tru (64)
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Hinh lang try déu (108)

Hinh lang tru dung (108)

Hinh 1ap phuong (109)

Hinh tur dién (49)
K

Khoang cach gitia duong thdng va mét phang
song song (113)
Khoang cach gitia hai duong thang chéo nhau  (115)
Khoang cach giia hai mat phang song song  (114)
Khoang cach ti mét diém dén mot duong thang (113)
(113)

Khoang cach ti mét diém dén mot mat phéng 113
L
Lat mat phang 1)
M
Mt phang (40)
Mt phang trung truc clia doan thang (98)
P
Phép bién hinh (4)
Phép chiéu song song (69)
Phép chiéu vuong goc (100)
Phép doi hinh ®)
Phép doi xting tam (15)
Phép doi xting truc (10)
Phép dong dang (30)
Phép dong nhat (5)
Phép hgp thanh (30)
Phép quay (14)
Phép tinh tién (4, 5)
Phép vi tu (24)
Phuong phap tién dé (81)
Q
Quy téc hinh hop (84)
T
Tam cta hinh hop (66)
Tam doi xung (16)
Tam quay (14)
Tam vi tu cla hai dudng tron (28)
Tam vj tu ngoai, tdm vi tu trong (28)
Tap Cang-to (37)
Tham Xéc-pin-xki (37)
Thiét dién (48)
Trong tam cua t dién (54)
Trong tuyén (121)
Tryc cua tam giac (119)
Truc doi xtng (10, 11)
Tu dién déu (49)
Tu dién gan déu (121)
TG dién truc tam (103)
V'
Vecto tinh tién (5)
Vecto trong khéng gian (84)



MUC LUC

Trang
Chuong I - PHEP DOI HINH VA PHEP DONG DANG TRONG MAT PHANG 3
§1. MG dau vé phép bién hinh 4
§2. Phép tinh tién va phép doi hinh 5
§3. Phép déi xing truc 10
§4. Phép quay va phép d6i xiing tam 14
§5. Hai hinh bang nhau 19
§6. Phép vi tu 24
§7. Phép dong dang 30
On tap chuong | 32
Bai doc thém : Hinh tu dong dang va Hinh hoc frac-tan (fractal) 37
Chuong Il - DUONG THANG VA MAT PHANG TRONG KHONG GIAN.
QUAN HE SONG SONG 39
§1. Dai cuong vé dudng thang va mat phang 40
§2. Hai dudng thang song song 51
§3. budng thdng song song véi mat phang 56
§4. Hai mat phang song song 60
§5. Phép chiéu song song 69
On tap chuong Il 75
Bai doc thém : Phuong phap tién dé trong hinh hoc 81
Chuong Illl - VECTG TRONG KHONG GIAN.
QUAN HE VUONG GOC 83
§1. Vectd trong khong gian. Su déng phéng clia cac vecto 84
§2. Hai dudng thang vuéng goéc 92
§3. Pudng thdng vuéng géc v8i mat phang 96
§4. Hai mat phang vuéng goéc 104
§5. Khoang cach 112
On tap chuong IlI 118
Bai tap 6n cu6i nam 124
Huéng dan giai - dap sé 127

Bang thuat nglt 132



	bia
	11ch1
	11ch1-1
	11CH2
	11ch2-1
	11ch2-2
	11ch3
	11ch3-1
	11ch3-2
	11ch4
	11ch5

